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材料分叉的数值分析
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摘要 通过与解析解法相对比
,

本文说明了分析材料分叉时采有数值法的特点 文中揭

示了在单向和弱双向加载条件下材料分叉 平面剪切带和表面皱曲 的一些特征 单向拉

伸的实验表明
,

所计算的临界值是合理的
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,
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,
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,
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,
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引 言

韧性材料承受大塑性变形后
,

其材料行为和变形模态会发生分叉突变 金属板材中常见

的分叉模态有 剪切带
,

表面皱 曲和横向颈缩 有关的分析方法可参见 和
,

和 的文章

本文利用数值方法研究单 向和弱双 向加载条件下两种材料分叉模态 平面剪切带和表

面皱 曲 与解析法相 比较
,

数值法可以在更广泛 的速率扰动分布范围内寻求最低的临界

值 用一种低碳钢板材所做 的单 向拉伸实验验证了计算临界值的合理性

分叉分析的基本方程

已经证明
,

固体的稳定性取决于具有势能含义的泛函 的二次变分量 〕
,

其表达式为

。一 ‘,““ 之

一
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这里 少 是 坷 应力
,

占 ‘

【 告怀玖 占州 是变形率的变分
, ‘ 为分叉时刻材

料所具有的刚度 材料分叉发生在稳定限
,

同时也是 达到驻值的条件

对于受有空洞化损伤的韧性材料
,

引用可膨胀塑性本构方程
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衍‘, 是 应力的一次变分
,

, , ‘ 表示 率
, ‘, 是度量张量

, ·

斜
‘

勺是等效应力
,

脚 代表应力偏量
,

二 和 · 则分别是靴模量和 。。 系数

在 中还有两个可包含损伤因素的参数 叱 和 耳段
,

它们分别是等效应力 一 应变 曲线
。。 一 钾 和平均应力 一 应变 曲线 二 一 黔 上 的切线模量

单向加载条件下的材料分叉

图 示意了在平板表面上形成 的皱 曲
·

其波长 小于板厚
,

即 耐 如果

大于或远大于
,

则成为颈缩
·

图 绘制了宽为 的平面剪切带
,

其法线在 二 。 方向

上 板沿 轴方向上承受单向拉伸应力 几

、、 子子

今今

今今今

厂厂
··

图 平板中 表面皱 曲和 平面剪切带的示意图

,

对于表面皱 曲分叉
,

速率扰动的波型可设为

百 二

占姚

罕
二

罕
、 二

且 占 , 占
,

吞
,

平面剪切带则有

‘ 一‘

半
‘玲 一‘

半巧

且 石
, 石

,

。二 石玲
,

。 这里和 以后
,

在下标前 的逗号代表对含有该序号的坐标取

导数
·

二 和 巧 代表沿板厚分布的对称函数
·
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表面皱曲分叉时所应满足 的边界条件有

、了

曰山
了了了
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占
, 占
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平面剪切带则应满足

、、

佗
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勺
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一

工占
,

石 , 一

在 几

在 二

,

在
。 二

在

其中 ‘大, 表示名义应力率的变分
·

分叉前
,

材料处于平面应力状态且只有 内 笋
,

其他各应力分量均为零

将 或 式代入 式
,

并用差分将其中的 句 和 巧 离散化
,

经积分即可

得到 的具体表达式 再利用 的驻值条件就能求解分叉 问题 有关方法与 所介绍

过 的相类似
取分叉时的材料参数 。 一

,

域护 一 。, , 一 屈服应变 又 刀烈一 ,

或
,

计算的临界应力值均列在表 中
·

它们都是随 叼 变化所得到的最低
二

值
,

括号

中列出了相应 的 叼 范 围
·

计算时
,

在板的半厚区 间内取了约 个差分间隔
,

并用

个差分离散化做了校核
表 临界应力

, , , , 。 , ,

或护
。 , 。。

侧侧或票票
。 , , ,,

、 、

、 、

、
·

”

为了对 比
,

由解析法所求得的相应结果 陈 也列在表 对于表面皱 曲
,

由于数值方

法能提供更大 的 自由度数
,

比之解析法所设定的分布函数能更好地模拟扰动波型
,

从而可

以导出更低的临界应力 但解析法能为平面剪切带提供较精确的扰动波型
,

当 川

时两种计算方法所得的临界应力值在四位有效数字上相一致

表征表面皱曲扰动的 巧 函数值在表面 达到最大但在靠近中面

趋于零 与此相反
,

平面剪切带的最大 巧 值在中面而在达到表面时成为零 图形从略
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在求解表面皱 曲分叉时
,

需要注意最大 的 姚 值与最大 的 之间的比值
,

即

户 巧

值对于所选取的 范围很敏感
·

当 叼 时
,

这表明表面的横向皱 曲很小
,

微不足道 但若 叼
,

则扰动分布出现振荡
,

没有合理 的波型
·

仅在 叼 范围

内才有光滑的波型且 由此说明
,

计算临界应力时
,

不仅需要顾及其相应的扰动

波型 以明确分叉 的类型
,

也要考虑到模态分布的合理性

弱双 向加载条件下 的材料分叉

由于材质的不均匀性或加载约束的作用
,

在板平面 内会造成实际受力的非理想性 在

名义上为单 向拉伸条件下
,

平板中心区域会有微弱 的双 向受力情况 以下来分析这类弱双

向加载对材料分叉的作用

数值分析时
,

只要注意到分叉前的应力状态是双 向的 内 劣
,

其他均与前面相同
·

令
口 口

其大小反映了加载的双 向性程度 为简化计算
,

假设分叉前符合塑性比例加载条件即 值

保持不变
取 夕 一 ,

研护 一 。, 。 一 ,

耳票一 计算在弱双 向加载条件下 的平面剪

切带状分叉时的临界应力 川 结果用虚线表示在图 比较 图 和

图 可见
,

随着 值 的增大 虽然其绝对值仍然很小
,

剪切带 的临界应力值

急速增大而让位于其它模态的分叉 图中用实线表示 了表面皱 曲的临界应力随 叼 的变

化 值愈小
,

实线 的波折幅度也愈缩小 图省略 时
,

实线趋于与 叼 无关的直

线并与代表剪切带的虚线基本重合 虽然这里用的是分叉前为平面应力状态
,

其基本趋势

与 用平面应变加载条件和 模型所得结果相一致

‘之、七‘之七七

二

图 表面皱 曲临界应力 。 , 。 , 随 的变化 虚线为剪切带的临界值
, 。 ,
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有两点值得提出 随着 值的增大
,

一种穿透板厚的横向剪切带会先于其他而出现

参见文献 叫 第 章
,

本文未予讨论
·

再者
,

图 中的实线似乎表明颈缩型分叉应 占主

导地位
,

因为在 叼 处对应着最低的
“

临界应力
”

但事实上
,

此时的横向扰动与平面

内扰动之 比值 风见式 还不足
,

十分微弱 只有当 叼 值增大且在一定范围内才具

有明显的横 向扰动而成为表面皱 曲 若有缺陷诱导就当另议

以上分析表明
,

在微弱双 向加载条件下
,

临界应力具有不确定性的特点
,

又分叉模态

出现有多重性 由此可以推测到实际临界应力值必将受制于客观存在的不均匀性 材料
,

几何
,

受力 的导 向 由此不难理解
,

名义上的单向拉伸实验结果往往会低于理论预测值

实验分析

选择一种 钢作单向拉伸试件
·

其化学成分为 碳
,

硅
,

锰
,

磷
,

硫
,

氧
,

氮 以上均为重量百分数
,

其余是铁
·

屈服应力 。 , 二 ,

屈服应变 。 ,

实验方法与前文相类似 ,

图 记录 了各个分离试件的宽度和厚度收缩率 和 随名义应变 △ 。 的

变化 每个实验点代表某一试件被拉伸到该名义应变后卸载取下所测量 的结果 以后各图

中数据也是如此 这里
,

板厚 相对初始值 。 的减薄速度明显地低于板宽 的状况
,

且

厚度颈缩的转折点也不明确 这些特点都与以前所观测 的双相钢行为 两 不 同

对卸载后 的试件逐个剖开制样
,

测量和统计其内部的空洞体积百分比 几
,

可得到 几 与

△习 。 的关系
,

如图 所示
·

利用切线相交的办法可以找到转折点处在 △ 。 二 相

当于真实等效应变
。

盯不资、、

少
、

飞一 、
,’

声

︵味︶碱

卜
, 户 一

马才一 一苗, 一一一万污 而了一
△ △ 。

图 单向拉伸时宽度收缩率 乃币 与厚度
收缩率 。 随名义应变 △ 的变化

乃毛乞

△

一

一一一一一一一山一一 一一一习一一一

一
△ △

图 空洞体积百分 比 九 随名义应变 △ 。 的变化

几
△

在许多情况下
,

实验现象是渐变演化的且可观察到的又仅是试样表面的 这就给实际

确定分叉的临界点带来困难
·

根据文献
,

剪切带状分叉将激发高三轴张力
,

促使空洞化

加剧 据此将分叉点定在实测空洞化快速转折处是有理论依据的 此外
,

还可兼顾其他
,
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价价价
之暇户户丫州州民之

‘七

一 一

几 弘

图 钢 的 等效应力
一

应变和 平均应力
一

应变的测定曲线
一 一 ,

例如
,

钢在 △ 。 。

处 的真应力 。。

几 也达到了最大值 参见图

由此确定实验临界应力 。‘ 二 。 。 二
·

与前报导相似 ,
,

利用所测定的宏细观数据可以绘制等效应力 一 应变和平均应力
应变 曲线 图 和 图 由此可确定各拉伸阶段上 的切线模量 或护和 召烈用于

式 在实验临界点处 △ 。 二 ,

可以得到

斑
、 一

,

侧嘿
一

据此
,

可以计算表面皱 曲和平面剪切带的临界应力 切 和
。 ,

除以屈服应力 , 后
,

列在表 并与实验值 。‘ 相 比较 略高于 。二 ,

但二者很接近
,

它们都高于 入
,

这是前一

节的分析 已预料到的 由于不同模态的分叉应力十分接近
,

有些扰动又始于板材内部
,

因

此实验仅能检验临界应力值而不能确定其分叉模态

表 钢板的临界值
。 一 , 。 , , 召 刀烈一 ,

研誓, 召 一

。仙 , 二 。七

结 论

本文利用数值方法研究 了单向和弱双 向平面应力加载条件下 的表面皱 曲和平面剪切

带两种模态的分叉 结合实验
,

得 出以下结论

对比解析解法与数值方法
,

可以看出后者在求解分叉问题中的优越性 它无需事先

设定沿板厚方 向的扰动分布
,

可以提供更大的 自由度以模拟各类模态
,

从而可导出更低的

临界应力值
·

单向平面应力加载条件下
,

表面皱 曲的临界值略低于平面剪切带的值 二者虽高于

实验值
,

但是处在合理偏差范围 内
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微弱的双 向加载会使平面剪切带的临界值升高
,

从而让位于表面皱 曲 但后者仅出

现在一定 叼 范围内 如有几何的或其他缺陷的诱导
,

颈缩也有可能 这就带来分叉模态

的多重性和 临界应力值 的不确定性
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