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采用边界积分方程方法识别裂纹
的一种优化算法3

陈卫江　　柳春图
(中国科学院力学研究所, 北京　100080)

　　提　要　本文使用边界积分方程方法 (BEM )与迭代优化技术, 建立了一种以静态边界位移

测量为补充信息的裂纹识别方法, 迭代中正问题的求解, 采用了作者提出的高精度边界积分方

程算法, 结果表明在测量点充分、选位合理的前提下, 该方法具有收敛快、识别精度好的特点。
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一、引　　言

　　裂纹和缺陷识别是固体力学反问题的一个重要课题, 其理论和应用价值十分明显, 近年

来受到学术界的广泛关注[1, 2, 3 ]。由于反问题在描述方法和研究手段上都有其自身的特点,

加之反问题的高度非线性和解答的不适定性, 其求解难度远远超过了正问题, 目前还缺乏系

统和完备的理论, 各类方法均在探索之中。裂纹识别在反问题中属于未定内边界问题, 目前

流行的方法主要有两类, 其一是基于解析与半解析公式直接求解和反演 (如BORN 近似

法) [4 ]; 其二则是以正问题的求解方法为基础, 通过迭代优化的方法加以求解。比较而言, 前

一种方法效果好, 但难度极大, 而后一种方法需要耗费大量机时, 但随着计算机技术的迅猛

发展 , 这类方法有明显的发展前景。Kubo [1 ] 曾由电动势满足的L ap lace 方程出

发, 探讨了基于边界势函数测量的识别方法; T anaka [2 ]、N ish im u ra [3 ]则以稳态波动方程理
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论为基础作了研究, 他们在方法上都取得了一定的进展。本文以迭代优化技术为基础, 迭代

过程中正问题的求解, 使用了作者提出的新型BEM 算法[5 ] , 有效减小了迭代中的累积误

差, 提高了识别精度, 算例表明本文方法是成功的。

二、正问题的求解方法

　　使用优化方法解反问题, 首先要以正问

题的计算方法为基础, 而且正问题解法必须

具有精度高, 适于一般问题的特点。为此, 本

文使用了作者在文[ 5 ]中提出的一种BEM

算法。

　　对于如图 1 所示的平面裂纹问题, 如果

裂纹的位置、几何尺寸及边界条件事先已

知, 要求位移场和应力场, 则此问题属于标

准 的 正 问 题, 区 域 内 的 位 移 场 可 由

Som igliana 公式得到[5 ]。 图 1　平面裂纹问题

uk (y ) =∫s
[ ti (h)U ik (h , y ) - u i (h) T ik (h , y ) ]ds (h) - ∫

b

a
[∫

b

h 1
T +

ik (h3 , y ) dh3 ]D u i, 1 (h1) dh1 (1)

　　其中, u ik和 T ik是 Green 基本解, 和 u i (Γ) 分别是外边界 S 上的牵引力和位移, △u i, 1 (Γ)

是裂纹上的位错密度。这表明当所有边界上的位移和力已知时, 由 (1)即可得到解答。为了

确定边界上的未定位移或力, 作者在文[5 ]中导出了如下混合型边界积分方程。

1
2

u k (y ) =∫s
[ ti (h )U ik (Γ, y ) - u i (Γ) T ik (Γ, y ) ]dS (Γ) - ∫

b

a
[∫

b

n1

T +
ik (Γ3 , y ) dΓ3 ]△u i, 1 (Γ1) dΓ1,

k = 1, 2　, 　y ∈ S

∫s
[ ti (Γ) T +

k i (Γ, y 1) + K i1 (Γ, y 1) u i (Γ) ]dS (Γ) +
A
Π∫

b

a

△u k , 1 (Γ1)
n1 - y 1

dΓ1 = qk (y 1) (2)

k = 1, 2　, 　　y 1 ∈ (a , b)

　　其中A = Λö2 (1- v ) , qk (y 1) = Ρk2ûL ±是裂纹面上的载荷, 方程 (2) 属于混合型, 其中外边

界 S 上为常规型边界积分方程, 而裂纹线 (a, b) 则有Cauchy 型奇异积分方程, 此组方程可

结合使用边界元及奇异积分方程算法, 离散为一组线性方程的求解, 详细过程这里不再罗列

[ 5 ]。应该特别指出的是, 这种方法与常规边界积分方程方法不同, 它不仅避免了沿裂纹线切

割处理的不便[2, 3, 6 ] , 而且求解精度容易控制, 更适用于反问题。

三、裂纹识别的迭代优化方法

　　图1所示的问题中, 如果裂纹的位置和几何尺寸事先未知, 需要通过某种测量信息来
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识别, 这就是裂纹识别反问题。一般讲直接由上节给出的积分方程解此反问题, 则解答通常

是不唯一的, 并且此反问题属于高度非线性的。为了避免这些困难, 本文采用了间接法, 以部

分边界上的位移测量作为补充信息, 也就是说, 在外部边界上除了已知常规的边界条件外,

部分边界上的位移与力的边界条件同时已知, 即在部分边界上给定“超定边界条件”。求解上

以正问题的BEM 算法为基础[5 ] , 采用了迭代优化方法, 使计算得到的位移与测量的位移在

最小二乘的意义下充分吻合, 由此识别未知的裂纹, 方法具体说明如下:

　　假定未定裂纹是直线型, 则只需四个优化参数 Ν
_

= (x 0, y 0, Α, Α0) , 其中, (x 0, y 0) 为裂纹

中心的坐标, Α是裂纹与水平方向的夹角, Α0 则是裂纹半长, 目标函数则取为:

W = 6
N

k= 1
6

2

i= 1

[u i (k ) - uθ i (k ) ]2 (3)

　　其中, N 为外边界位移测量点的数目, uθ i (k ) 是经测量得到的已知位移, u i (k ) 则是给定

优化参数 Ν
_

后, 经计算得到的测量点处的位移。

　　很明显此时反问题就归结为寻求最佳参数 Ν
_

, 使目标函数W 取最小, 目标函数的无量

纲形式本文选为

Z = W ö6
N

k= 1
6

2

i= 1
u i

- 2

(K ) (4)

　　优化过程中, 参数 Ν
_

按以下方式作修正迭代,

Ν
_

n+ 1 = Ν
_

(n) + ld
_

(n) (5)

　　其中, l 为优化步长, d
_

(n)是第 n 步矢量搜索方向, 可由最速下降法确定[7 ]:

d
_

= -
gradW

ûgradW û
(6)

　　式中, g radW = (�W
�x 0

,
�W
�y 0

,
�W
�Α

,
�W
�Α0

, 另外本文使用以下判别不等式[2, 7 ] , 作为迭代收敛

的标准

ûZ
(n) û < Ε1　, 　　ûZ

(n) - Z
(n- 1) û < e2 (7)

　　其中, Ε1, Ε2 是给定的正数, 第一式表示无量纲目标函数小于给定尺度 Ε1; 第二式则表示

收敛的一致性条件。

　　以下给出使用优化技术和边界元方法识别单根裂纹的几个步骤:

第一步: 输入结构的几何与材料参数;

第二步: 选定首次近似的裂纹位置和几何尺寸参数 Ν
_

(0) ;

第三步: 通过边界积分方程及边界法计算取定参数 Ν
_

(n)时, 由 (4)所定义的目标函数 Z
(n) ;

第四步: 计算 Ν
_

(n)
i + △Ν

_

i情况下的目标函数, 并结合第三步的结果, 近似求出方向矢量 d
_

(n) ;

第五步: 在新设计参数 Ν
_

(n)
i + ld

_
(n)下, 求解目标函数 Z

n+ 1;

第六步: 检查前几步得到的结果是否满足收敛判别不等式 (7) , 如果结果收敛, 则迭代结束,

不然则以修正的新参数 Ν
_

(n+ 1)返回第三步。
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四、算例与分析讨论

　　本节通过数值模拟考证了上述裂纹识别方法的有效性, 并对结果作了讨论。材料参数统

一取为: Λ= 8×1010Pa, v = 0. 29, Θ= 7800kgöm 3, 结构的尺寸如图 2 所示, 其中裂纹的位置

大小是未知的, 载荷位于右侧边界, 整个边界划分为 30 个单元, 其中上下边界各 10 个, 左右

边界各 5 个, 裂纹上取 10 个Chebyshev 零点, 其中数值模拟测量点取在上侧的 10 个单元中

点处。

图　2

　　例 1. 　矩形中心带一水平裂纹的识别

A 、真实裂纹半长为 0. 3m

　　此时, 裂纹相对于整个区域的尺寸是同一量级, 因此裂纹对边界的影响十分强烈, 初始

猜测的裂纹与真实裂纹允许有较大的偏差, 而收敛速度仍然很高。图 3 给出了识别图形结

果, 表 1 给出了迭代过程中的无量纲目标函数的变化情况。

表 1　情形A 迭代识别的目标函数值

k 1 2 3 4 5 6

Z
(k) 9. 3e24 6. 7e24 5. 8e24 5. 0e24 3. 9e24 2. 7e24

k 7 8 9 10 11

Z
(k) 1. 6e24 5. 6e25 1. 7e25 8. 9e26 6. 4e26

91采用边界积分方程方法识别裂纹的一种优化算法



© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

图　3
B、真实裂纹半长为 0. 1m

　　此时, 裂纹尺寸比结构小一个数量级, 因此, 裂纹对边界的影响相对较弱, 收敛速度有所

减慢, 加之本文采用了定步长法[7 ] , 迭代后期目标函数值出现了微小的波动现象, 迭代次数

也有所增加。有关结果由图 4 和表 2 给出。

表 2　情形B 迭代识别的目标函数值

k 1 2 3 4 5 6

Z
(k) 3. 4e24 6. 8e26 2. 7e26 2. 9e26 2. 1e26 2. 4e26

k 7 8 9 10 11 12

Z
(k) 1. 9e26 2. 2e26 1. 8e26 2. 0e26 1. 7e26 1. 93e26

k 13 14 15 16 17

Z
(k) 1. 66e26 1. 9e26 1. 63e26 1. 86e26 1. 59e26

图　4
　　例 2. 　矩形中心带一竖直裂纹的识别

　 　这里真实裂纹半长为0. 1m , 因此裂纹对边界影响仍然较弱, 迭代后期目标函数值也
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有波动现象, 图 5 和表 3 给出了识别结果。

表 3　带竖向裂纹识别的目标函数值

k 1 2 3 4 5 6

Z
(k) 8. 54e24 6. 7e26 5. 3e26 4. 2e26 3. 9e26 3. 6e26

k 7 8 9 10 11 12

Z
(k) 3. 3e26 2. 95e26 2. 97e26 2. 6e26 2. 45e26 2. 65e26

图　5

　　从上述算例可以看出, 本文方法具有良好的识别效果, 与文献[ 1, 2, 3 ]的类似算例结果

比较, 从精度上看, 当裂纹尺寸较大时, 精度大致相当, 而当裂纹较小时, 本文方法对裂纹初

始近似的精度要求相对较弱, 而在收敛速度上优于文[ 1, 2, 3 ]; 从测量手段上看, 静态位移测

量更容易实现。因此, 本文方法有一定的实践意义。

　　另外, 根据本文的经验, 我们认为可采用以下办法消除解答的不稳定性, 以提高识别精

度。

　　1、利用现有各种探伤方法和经验, 尽可能提高初次近似的准确性。

　　2、裂纹尺寸较小的情况下可增加测量点的数目。

　　3、合理配置测点的位置, 在位移梯度变化最大处进行测量。

　　4、同时选取若干组不同载荷作用下的测量结果, 作为补充信息。

　　致谢: 　作者感谢中国博士后基金委员会的支持。
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AN ITERAT IVE OPT IM IZAT ION M ETHOD FOR CRACK

ID ENT IF ICAT ION IN APPL ICAT ION OF BEM

Chen W eijiang　L iu Chun tu
( Institu te of M echan ics, Ch inese A cadem y of Sciences, Beijing 100080)

　　Abstract　 In th is paper, by app lying of the boundary in tegra l equat ion m ethod and it2

era t ive op t im izat ion techn ique, a crack iden t if ica t ion m ethod based on the sta t ic d isp lace2

m en t m easu rem en t is g iven, w here the no rm al p rob lem is so lved by au tho r′s h igh p recision

boundary in tegra l equat ion m ethod. T he resu lts show that the m ethod p ropo sed is of

faster convergence and h igher iden t if ica t ion p recision if the m easu ring po in ts are enough

and p roperly selected.

　　Key words　crack iden t if ica t ion, boundary in tegra l equat ion, itera t ive op t im izat ion,

d isp lacem en t m easu rem en t

22 工　程　力　学


