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I’摘要 本文研究了一维非定常气一固二相流的特征，对于目前常用的，包含一定近似 
的运动方程组，它有两个虚都很小的复根，研究表明选种很小的虚部出现与方程中引入的 

近似有关。从十多个算侧的结果看，这样的虚部不影响人们在工程计算中用恢方程组求解 

韧值问题。 

针对具有上述特征的气一固二相流方程组，本文发展了一种类特征线方法，它保留了 

双曲型方程特征线方法的若千优点，但它允许方程曲特征根中有微小的虚部。含灰气体澈 

波管流动的计算表明，类特征线法具有精度高，数值耗散和弥散小等优点c 

翔 词 谶  

引 言 √ ／ 

众 所周知，在气体动力学 中，关于一维非定常运动的方程组是典型的双曲型一阶拟 

线性方程组，在 t-x平面上有三族特征线： 流线 右行马赫线和左行马赫线。每一族特 

征线都有深刻的物理意义；流线反映流体微团在 t-x平面上的运动轨迹，右行和左行马 

赫线反映扰动向前和向后传播的规律。马赫线在 t-x平面上的分布也显示了点P(t， )的 

运动状态的影响区和依赖区。数值方法上有差分法和特征线方法等，从广义上说，特征 

线法也是一种差分法，是沿特征线方向将微分方程离散化的一种方法。由于其计算是沿 

特征线方向推进的，所以特征线方法 (与差分法比较)能更深刻地反映流动的物理本质， 

并有精度高，不会出现数值耗散和弥散等优点。 

关于一维非定常的气一固二相流 ， 当采用 目前常用的近似运动方程组， 即在相间力 

中忽略了除压差力和阻力以外的所有其它力，设相间传热率正比于两相的温度差时，特 

征方程组的六个根 中有两个虚部很小的复根 ，因此运动方程组不是典型的双曲型， 

通常意义上的特征线方法 不适用。 但事实上气一同二相流仍有许多类似干气体的运动特 

征和扰动传播特征，在=相流计算 中若能保留特征线法的若干优点常常很有意义，甚至 

比在气体动力学计算 中意义更大，因为桩=相流中一般都存在物理耗散机制，当有激波 

存在而且强度比较低时 ，在物理上也存在激波弥散的机制 ，在计算 中若能避免数值 

耗散和弥散，这对于研究流动本身的物理过程非常有益。事实上，现在关于=相流的计 
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算大多采用差分法，因此当流动中有激渡存在时数值弥散效应很严重 。 

本文根据二相流方程组的特征方程 有复根但虚部很小 的特点，提出了一种保留特 

征线方法主要特点的类特征线方法，此方法应用于含藏气体激渡管流动的计算““ ，得 

到了较高的计算精度和精细的激渡结构，包括激渡弥散的物理过程。 

本文第一节介绍目前常用的一维非定常气一固二相流方程组及其特征方程，目的是 

(1)强调该方程组是近似的J 

(2)根据目前二相流体动力学的发展水平，这种近似是难免的} 

(3)虽然引进了近似，但它还是保留了二相流动的各主要因素，因而用该方程组球 

解是有意义的} 

(4)复特征根的出现与目前引入的近似有关，因为引入进一步的近似——其量级与 

原方程组中包含的近似相当—— 可以消除复特征根的虚部J 

( )只要复特征根中的微小虚部不影响数值计算进行 ，即在工程上感兴趣的计算域 

内未引起计算不稳定和发散等现象，就没有必要为消除虚部而BI入新的近似。 

在第二节介绍一维非定常气 ’固二相流方程组的类 特征线方法以及用它计算的某些 

算铡的主要结果，强调了， 

(D 本方法所用的沿类特征线之相容关系与原方程组等价，是恒等变换的结果， 

(2)这些相容关系反映了二相流中扰动传播的主要特征， 

(3)计算结果有较高的精度以及精细的数波结构。 

其 中 

一

、

一 维非定常气一固二相流方程组与特征方程 

一 维 非 迂常 、 尢 譬 、 龙 犀僚 、寻 馘 响 气 。同二 水 半 碗 动 万 程射 为 ⋯ 

未 )÷昙 ·)一且 (1) 

。[ ]+ Op =B ( ) 

【 ( 詈u：) ( + )] 酱 ㈤ 

未( +未( ) · ( 

卜a碧：且 c s 

[ 尝] ㈩ 
=p口RT。， 口口+口 =1 

0 ：常葛量 ． v一常数 

B。=0， B =一，， B，=一“，，一0， 口．=O， =，，B =0 
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“h ah p 和 分别为相 ( =g为气相 =P为固相)的速度、体积分数、相密度和温 

度， p为压强 月为气体常数， 为气相的比热比，c为圈相比热，，为除压差力(干口 

t(Op[Ox))以外的相向力，0是桕问传热率。 
一 般说来，相问力 ，由阻力， ，附加质量力，：和 Basset力，]等组成。在流场中存在 

大量颗粒的条件下， 关于亩iE体一颗粒问作用力的研究虽有不少论文， 但目前仍未成熟， 

尤其是对后两种力的研究。下面借用无界流场中单颗粒的受力公式分析一下这三种力的 

量级。设6(0描写亩iE场中某点P的气体速度随时间}的变化，按Fourier积分形式展开。 

( 可表示为 

耋(f)=I[口iCOS~t+aIsin凸】『]d凸】 

采用陈善谟“ 分析揣流中微粒运动所用的理论和引人的近似暇设，可以证明，期婀力， 

中三部分的比例大约是 

阻力：Basset力：附加质量力=l：v／ 

其中 

C02"o~---等 ¨) 
t"o是颗粒的弛豫时间，p是气体的运 动牯性系敛。除气体速度正经受 着某种快速变化，即 

(r)中包含较大的高额分量外，一般说 0很小，Basset力和附加质量力都比阻力小得多。 

由干 Basset力和附加质量力很小，也由干在颗粒群条件下对选两个力的研究很不成 

熟，即使引人某个近似公式(选种公式往往很复杂，参见文献[9])，也未必能改进计算精 

度，所以目前在气一同二相流研究中一般都忽略这两个力，即t， ， 。阻力，。是两相速 

度差 的函数，不含对 f和对 的任何偏导数，所以，虽然它的具体形式还需 探索，但这 

都不影响特征方程的根和对特征理论的讨论。 

相问传热项 0，一般说是两相温度差的函数，目前常用的近似式中也不合对 }和对 

的任何偏导数。 

按照以上分析和 1人的近似，(1)～(6)式的右边都不含偏导数，由左边各项确定的 

特征方程为“ 

( ) u—J1)La(am- 一 】=0(8) 
其中aa=,,／t'RT。是气相中的声速，当0<1‰一“，1<口f1+[(。，1d )} ，)]“ ) 时，方 

程 (8)有四个实根 ，  ̂ ，， ．̂军【l两个复根 和 。̂ 

= 。 (9) 

：： (10) 

[t～詈 】 ± (11， 

‘‰ ’) √ (ua--u$P ) m) 。 嘶p 十a p。 口_p p+口 。 V a‘ 
由于一般 ．蜕来有 
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《pp， 口 < 或 apNao (13) 

所以，复根  ̂ 的虚部很小。 

下面将证明，若在原方程组(1)一(6)中g【入进一步的近似——忽略一个量级为 ，pp 

的项，就能使方程组的所有特征根变为实根。 

用方程 (2)消去方程(5)中的Op]Ox项，结果有 

[ ( + )一 。( 等)]=嘞 一 ： 
若忽略左边方括弧中的第二项，就得到 

。 ( + )础s一 ： (14) 
用它代替方程(5)，就能使  ̂ 变为实根。由此可见，原方程复特征根的出现不—定是本 

质的，很可能是引入近似的相问力(如忽略Basset力和附加质量力等)和相间传热率带来 

的。只要 A 中的微小虚部不致造成计算不稳定，就投有必要引入新的近似。 

二、一维非定常气一固二相流的类特征线方法 

用 ( 一1)和 L一 (V- 1)“ J分 乘以 (3)式 和 (2)式 ， 然 后 相 加 ， 并 利 用 P=pat(J 

去 (RT )后可得 

幽p(未+‰未)[1np— 1n ]=( 一1)( ，-uaB ) (15) 
用 -1)，[一( 一1)“ ± ]和(VRT )分别乘以 (3)式、 (2)式和(1)式，然后相加，可 

得 

+c ‰ np± [ +c啦 ， dlaa] 
一  p[ +(蜥 )O a p]J一+ 。誓 
= 一1)EB，一 I÷c ．]± Bj 6) 

(4)，(5)和 (6)武分别改写如下 

(笔 ) OU1,--- B4 

(警 )+ ： c s 

+“ ： ㈣ ， 

对于典型的双 曲型方程组， 如一维非定常的气体动力学方程组 ， 对原始各方程 

总能找到某种线性组台方式，使变换后的方程组的每个方程具有这样的特点t左边是梧 

某方向的垒微分，右边是不含任何偏导数的代数式。这就是特征线上的相客性关系，而 

垒 擞分的古向就 是相应的特征古 向 只有 沿特 征古 向的垒微 分才可 用代数式表示。这正 
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是特征方向有别于 其它方向的重要特点。 

以上各式的右边都不舍偏导数项， 左边的主要部分是沿某方向 △ ／At的垒微商 ， 

对于(15)～(1 9)式该方向分别是“ ，z ±％， ， 和 。除此之外，其中某些方程的左 

边还留下了一个沿 方向的偏导数项， 如 (16)式中的 ±， 0 (dap／ )]， (17)式中的 

ap(Ou ／ax)和 (18)式中的(1／户 (c)p／c)x)。由于原方程 (1)～(6)不是典的型双曲型方程， 

因此，这些残余的偏导数项是不可避免的。若采用其它的线性组台方式，也许还可以使 

留下的编导数项更少些，怛类特征方向的表达式和方程中垒微分部分的表达式都会变得 

根复杂，不利于计算。 

下面考察一下(15)和(16)式反映的物理意义。 

(15)式可改写为 

T
-、

[d
ds o+ 鲁)：[一0+(ue--u~)门／(aep ) (20) 

其中 是气相的比熵。 (15)式或 O)式是沿气相流线上的相容关系，它表明，相润传热 

和相问阻力作用都会引起气体熵变化。 由于阻力，的符号与( 一“ 一致，所以阻力作 

用使气体的熵恒增}而桐问传热引起的熵变化则依热流的方向而定 

(16)式可改写为 

[~-t+(tie± ，誓]± [ +c‰± ] 

I智+(uo±aa’期 地 
：( --1)[一0+(us--"0，]干n口， (21) 

由于气一固二相流 中的声速 (更确切地说是冻结声速)近似等于气相声速a ， 因此(16)式 

或(21)式基本上反映了相间作用gf起的扰动在向前和向后传播过程中压强 气相速度 

和固相体积分数 a (=1一a )之间的微分关系。右边的第一项表明， 相问阻力和传热 

引起的气相熵的增加，产生向前和向后的压缩渡}右边的第二项表明，阻力作用还引起 

向前为膨胀，向后为压缩的扰动波。当o。》l 一 l时 (流场中的大部分区域和流动的大 

部分时间都满足此条件)，右边第二项中的阻力效应远大于第一项中的阻力效应。 

流场中任何一点只要存在相阏速度差或温度差，都会引起相闻相互作用，都会产生 

向前和向后传播的扰动。如果在流场的某一区域内每一点都存在相闻速度差和温度差， 

则各点都会产生扰动，并在传播过程中互相叠加。 

若将 (15)～(1 9)各式沿各自的类特征方向离散化进行计算，可以期望数值耗散和弥 

教将很小。事实上，我们用方程 (15)～(19)计算了含灰气体激波管流动，得到较高的数 

值计算精度和精细的擞波结构 ，包括弱激波在含灰气体 中传播时的物理弥散过程。 

表 1给出了用类特征线法计算无限长含灰气体激波管流动所得的结果， P。 是映压 

比。表 1 Ca)是高压室含灰气体激波管流动，at是 4区 (高压室)的a 的初值，表中列出了 

一c。时气体激波 ( s( )是它在 f- 平面上的轨迹)上的压强计算值 limp(xs(0，，)，它 

的精确值P r一 从平衡菹的解析解求得。以及同P：．相比表明的数值计算误差 。表 1(b) 
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是低压室含藏的激渡管流动，口，是 1区(低压室)的Ⅱ，的初值，表中列出了f一。。时气体接 

触面( c( )是它在 t- 平面上的轨迹)上的压强计算值limp(Xc(f)，t)，它的精确值 ， 
’ l⋯  

以及数值计算误差 从表中数据可见，数值计算误差是很小的。 

表 1 非平衡计算结果及其与平衡解的比较 ’” 

Table 1 The results of noneq uilibrl um calculatlon and the comparing 

them with equilibrium sol utions 

【a) 【b) 

p．1 a【 lirap< c<})，1)l 。 ( ) 
— — — —  

0．O01 3．3193 3．3173 O．06 

-1O 

0．005 4．4324 4．4055 O．61 

0．001 2．3666 2．3656 O．04 
5 

O-005 2．9】76 2．8856 1．11 

本文提出的类特征线浩也可拄广应用到某些其它流动，即使它可以用典型的双曲型 

方程来描写。如果该方程一级近似的特征根和相容关系都比较简单，但二级近似的特征 

根和相容关系相当复杂，计算时就可以考虑用一级近似的特征网格(对于二级近似来说 

是娄特征线)， 但相容关系可以由=圾近似的原方程线性组合推导出来。 虽然此相容关 

系中保留了一部分偏导数项，但计算仍可有较高的精度。 

三、结论和讨论 

1．双曲型方程特征线上的相容关系都是原方程组各式的某种线 性组合， 各相容关 

系线性独立。沿特征线方向离散化，即特征线方法，具有精度高、可避免数值耗散和数 

值弥散等优点。 

2．根据目前二相流发展的水平， 相间力和相间传热率本构式中引入某种近似是不 

可避免的’对于气一固流，忽略除压差力和阻力以外的相间力、采用与两相温度差成正 

比的相问传热率，在目前是一种合理的近似。 

3．引入上述近似后的气一固二相流方程组的六个特征根中，有两个是含有很小虚部 

的复根。 

4．若在上述近似气一固二相流方程的基础上引入新的近似——其量级与原方程中包 

含的近似相当，则可避免出现复特征根，这说明原方程中复特征根的出现很可能与相问 

相互作用中包含的近似有关。 

5．以含灰气体激波管流动为例所作的十 多组参数的初 值问题计算， 未见数值不稳 

定现象，而且数值计算设差也很小，这表明复根中很小的虚部的存在不一定说明韧值问 

题提出不合理，至少不影响人们进行工程计算，没有必要为了消除复根而引入新的近似。 
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6．对气一固=相流方程组(1)一(6)进行线性组合可以得到具有以下特点的新形式的 

微分方程组 (15)～(1 9)， 每一方程左边的主 要部分是某个量沿某一特定方向(本文称之 

为类特征方向)的垒微分， 右边是一代数式， 很像双曲型方程沿特征线的相容关系 利 

用这组方程并沿类特征方向离散化——本文称之为类特征线方法——所作的计算表明。 

这种方法有类似于特征线方法的优点；精度高，数值耗散和弥散很小。 

7．在气一固二相流方程组 (1)～(6)中没有计人由如下的无规则运动所产生之应力； 

由颗粒一颗粒碰撞及颗粒一壁面碰撞所引起的无规则运动。当固相浓度较高，尤其颗粒粒 

度不均匀时，这种应力对流动会有较大影响。因此，本文的结论对较密的(例如，口’>0．05 

一O．1)气一固流的适用性，还有待进一步研究。 
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第 期 划大有等。美手一雏非盘常气一固=相沆特征理论的讨论 

On the Characteristic Theory of One—Dim ensional 

Unsteady Gas -Solid Two．．Phase Flows 

L iu Dayou Dong Fei Li H ongzhou 

(Institute of Mechat~ic$，Chinese Academy ol Science) 

Abstract Tho characteristics of Lhe one—dimensional， unsteady gas— 

sdid two phase flows have been studied in this paper． For the usually 

used seL of moti0n equations which includes some approximatlons，there 

are two complex eigenvalues with a very small imaginary part．It is show- 

ed that the appearance of the imaginary parts is related to the introduc- 

tion of these appr0盖imatioⅡs．In view of more than ten examples， such 

small imaginary parts do not influence solving the initial-value problems 

of the set of equations in engineering calculations． 

According to the set of equations of gas-particle flows possessing 

such characteristics．a quasi—characteristic method has been developed in 

this paper．It holds some advantages of he characteristic method，still 

allows very small imaginary parts exist in the eigenvalues．The completed 

calculations of the flows in a dust—gas shock tube show that the quasi- 

characteristic method has the advantages of high precision and small nu- 

merical dissipatlon and dispersion． 

Key words characteristic method， quasi—characteristic method， gas— 

solid two phase flows，shock tube． 
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