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摘要 　基于韧性单晶体实验现象 ,建立了描述晶体塑性变形的离散滑移模型. 该模型的主要特

点是 :晶体滑移变形在宏观上是不均匀的 ,滑移带的分布是离散的. 利用晶体塑性理论对模型进

行了有限变形有限元分析 ,计算结果揭示了晶体滑移的离散行为 ,模拟的应力2应变曲线与实验

曲线相吻合.

关键词 　晶体塑性 ,离散滑移 ,有限变形

引 　言

　　材料在形成过程中不可避免地存在缺陷. 对于金属材料来说 ,这些缺陷将会导不均匀性. 大

量的晶体实验表明 ,由于材料内部位错源分布的离散性及微观、细观分布的不均匀性 ,晶体的滑

移变形不会在内部各处同时产生 ,而是首先在晶体内某一部分产生. 由一个或多个位错沿晶体滑

移面运动产生滑移线 ,多条滑移线紧邻密排组成滑移带 ,而滑移带又可以形成滑移带束 ,随着外

部载荷的不断增加 ,试样表面又可形成吕德斯带. 基于实验现象 ,在第 1 节提出了晶体塑性变形

的离散滑移模型. 在第 2 节给出了晶体的本构关系. 计算结果在第 3 节给出 ,结论和讨论在最后

给出.

1 晶体塑性变形离散滑移模型

　　限于讨论平面问题 ,对于面心立方晶体 ,设想该平面的法线方向与晶轴 [ 011 ]方向平行. 对

于体心立方晶体 ,仅考虑主滑移系的话 ,设想该平面法线方向与晶轴[100 ]方向平行. 通过滑移系

的等效 ,可以将空间中实际滑移系等效为平面应变问题中的三个滑移系[1 ,2 ] . 晶体承受平面内单

调增加外载荷. 为了能描述晶体滑移的离散特征 ,我们可以考虑建立两类离散滑移模型.

第一类是将晶体划分为很多带 ,这些带的方位与等效后的平面内的晶体位错的滑移方向相

一致. 可以设想同一条带内晶体材料单元的硬化规律及材料参数均相同 ,而不同带内材料单元由

于其空间位置的不同 ,其缺陷分布亦可能不同 ,因而其硬化规律中材料参数亦可能不相同 ,可以

按照某种随机分布的规律来描述这些参数. 上述这类模型适合于描写晶体中二相粒子含量较高 ,

二相粒子尺寸大小及空间分布很不规则 ,晶粒内部微观缺陷的空间分布很不规则的情况.

第二类模型是本文将要分析的模型. 设想晶体随着变形的发展在不同方位上呈现出若干簇

分布比较规则的滑移带 ,这里所说的滑移带是指实验观察中的滑移带束. 首先出现的是第一簇易
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滑移带. 这些易滑移带之间的间距为 s1 , 每条滑移带宽为 b1 , s1 ; b1的具体数值可以通过实验观

测来确定. 随着变形的增加 ,晶体又会在同一方位上或者在另一方位上产生第二簇滑移带 , 第二

簇滑移带的间距为 s2 , 带宽为 b2 . 随着变形的进一步增加 ,又可能出现第三簇滑移带 ⋯⋯. 究

竟会出现多少簇滑移带将随材料的不同而不同 ,同时也依赖于变形的大小. 上面所说的方位是指

晶体学中的滑移方向. 这种模型适合于晶体中二相粒子及夹杂的含量较少 ,且尺寸较小 ,空间分

布也比较规则 ,晶粒内部微观缺陷分布也比较均匀的情况.

作为一种理想化的力学模型 ,我们将不同方位上的滑移带分为 M 簇 ,设想滑移带簇的相邻

滑移带间距为 s , 滑移带宽度为 b. 当 s 的值取为零时 ,表示晶体内所有区域均可产生滑移剪切

应变 ,若 s 的值大于零 ,表示晶体内局部区域未产生滑移剪切变形 ,仍然为弹性. 当然不同滑移带

簇的相邻滑移带间距 s 和滑移带宽度 b 可以不同. 设 M 簇滑移带均遵守 B assani2W u [3 ]的硬化

规律 ,但每一簇滑移带的初始临界分解剪应力τ0和硬化系数 Hαβ各不相同. 第Ⅰ簇滑移带的初始

临界分解剪应力及硬化系数分别为 (τ0) I ; ( Hαβ) I ,第二簇相应为 (τ0) II , ( Hαβ) II , ⋯, 第 M 簇相

应为 (τ0) M , ( Hαβ) M . 晶体内部材料单元的滑移系个数与穿过该材料的滑移带簇个数相同 ,滑

移系的滑移方向为滑移带簇的位向. 如果只有一个滑移带簇穿过该材料微元 ,则该材料微元为一

个滑移系 , ⋯⋯,如有 k 簇滑移带穿过 ,则有 k 个滑移系.

单晶体硬化规律采用 Bassani2Wu 硬化规律

Hαα = F(γ(α) ) G (γ(β)
, 　　β = 1 , N , β ≠α) , Hαβ = qHαα (1)

(a) 有限元初始网格和不同的滑移带簇
(a) Initial finite element mesh

and different slip band

(b) 局部网格放大图
(b) Amplification of the local mesh

图 1 晶体离散滑移模型

Fig. 1 Discrete slip model of crystals
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其中

F(γ(α) ) = Hs + ( H0 - Hs) sech2 ( H0 - Hs

τs - τ0
γ(α)

G (γ(β)
;β = 1 , N ,β ≠α) = 1 + 6

N

β= 1
β≠α

fαβtanh
γ(β)
γ0,我

M
(2)

　　本文所用的有限元模型如图 1 所示 ,模型晶体在三个方向上有滑移带 ,在每个方向上有两个

滑移带簇. 在与 x 轴正向夹角为 60°的方位上的两个滑移带簇中带宽为 b1的是第 Ⅰ滑移带簇 ,带

宽为 b2的是第 Ⅱ滑移带簇. 在与 x 轴正向夹角为 120°的方位上的两个滑移带簇分别为第 Ⅲ,第

Ⅳ滑移带簇 ,其带宽分别为 b1和 b2 . 另一个方位上的两个滑移带簇分别为第 Ⅴ,第 Ⅵ滑移带簇 ,

两者的带宽亦分别为 b1和 b2 .

2 晶体本构关系

　　在滑移带内 ,采用晶体塑性本构关系. 详细推导可参阅 Peirce[2 ] , McHugh[4 ]和 Harren[5 ]等

人的文章. 下面给出几个主要公式.

变形梯度 F可以分解为由晶格点阵畸变所产生的变形梯度F 3 和由塑性滑移引起的变形梯

度 Fp的乘积[ 6 ] , 即

F = F 3 ·Fp (3)

　　定义分解剪应力τ(α)为

τ(α)
= σ : P

(α) (4)

其中

P
(α)

=
1
2

( M
(α) á N

(α)
+ N

(α) á M
(α) ) (5)

Mα
, Nα分别为第α滑移系的滑移方向和滑移面法线方向. 假设晶体满足 Schmid 定律 ,滑移系的

状态可由下式表示 :

对临界滑移系 (τ(α) = τcr
(α) )有

Ûτ(α)
= Ûτ(α)

c r = 6
N

β= 1
HαβÛγ(β)

, 　　 Ûγ(α)
> 0

Ûτ(α) Φ Ûτ(α)
c r = 6

N

β= 1
HαβÛγ(β)

, 　　 Ûγ(α)
= 0

(6)

对于非临界滑移系有

τ(ρ)
< τ(ρ)

c r , 　　Ûγ(ρ)
= 0 (7)

　　对于开动滑移系 ,其滑移剪切率为

Ûγ(α)
= 6

N

β= 1
gαβ

- 1λ(β)
: D

gαβ = Hαβ + λ(α)
: P

(β)

λ (8)

晶体弹性性质不受变形的影响 ,最后可导出晶体本构方程
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τ¨ = L : D

L = L c - 6
N

α= 1
6
N

β= 1
gαβ

- 1λ(α) á λ(β)
(9)

其中λ(α) = P
(α)

: L c + Wτ + τW .

在滑移带外 ,采用各向同性弹性本构关系.

3 计算结果

　　本文计算主要模拟 AL22. 8 %wtCu 单晶体力学行为 ,模型尺寸约为 119. 5 ×342μm , 所受

载荷为单向拉伸载荷 ,采用两端位移加载 ,边界条件

X = 0 , Ûτxy = 0 , Ûτx x = 0

X = L , Ûτxy = 0 , Ûτx x = 0

Y = 0 , Ûv = ÛV , Ûτyx = 0

Y = H , Ûv = 0 , Ûτyx = 0

(10)

3 . 1 小变形有限元分析

设想第 Ⅱ, Ⅳ, Ⅵ滑移带簇对于小变形情况是难滑移带簇 ,即这类型的带内材料单元不产生

滑移剪切变形 ,只有第 Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ滑移带簇在滑移带的方向上可以产生滑移剪切变形. (b1/ b2 = 1.

01/ 10. 0) .

(a) 理想塑性晶体

对于真正的理想塑性晶体 ,当晶粒屈服后其弹塑性模量张量将变为零 ,因而无法用切线刚度

法的有限元程序计算下去. 为了避免这一困难 ,计算中取饱和应力值略高于初始临界分解剪应力

τ0值. 取 (τs) I = (τs) I II = (τs) V = 1 . 001τ0 , ( H0) I = ( H0) I II = ( H0) V = 0 . 001τ0 , 其它硬化系数均

相同 ,取为

fαβ = 0 . 0 , q = 0 , Hs = 0 . 0 , γ0 = 0 . 002 , τ0 = 60 . 84 MPa

由于第 Ⅱ, Ⅳ, Ⅵ滑移带簇不产生塑性变形 ,只要在这些滑移带簇的滑移带方位上的初始临

界分解剪应力给一个很大数值即可. 晶体材料弹性模量 E = 1 000τ0 ,泊松比ν= 0 . 3 .

图 2 ( a) 是在上述参数下的晶体宏观应力2应变曲线. 由于是小变形 ,宏观应力达到饱和值后

曲线并不下降

沿第Ⅰ滑移带簇的中间滑移带将单晶体切开 ,假设滑移带斜面上的分解剪应力为τ,则由平

衡条件得

T = τ/ ( sin60. cos60. ) • 2 . 31τ

其中 T 是晶体端部所受的名义拉应力值 ,当滑移带内应力τ达到屈服应力τs时 ,晶体两端名义

应力 T 达到最大值 Tmax = 2 . 31τs = 2 . 31τ0 ,由此与图 2 ( a) 相比知道 ,有限元结果与理论分析相

一致.

( b) 硬化晶体
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(a) 理想塑性晶体
(a) Ideally plastic crystal

(b) 硬化晶体
(b) Hardening crystal

(c) 实际模拟晶体
(c) Actually simulated crystal

图 2 　晶体应力2应变曲线
Fig. 2 Calculated crystal stress2strain curve

上面计算了理想塑性情况 ,现在考虑单晶体有一定硬化能力的情况. 取 (τs ) I = (τs ) I II =
(τs) V = 1 . 50τ0 , ( H0) I = ( H0) I II = ( H0 ) V = 8 . 90τ0 , 取其它所有参数与上面理想塑性情况相
同.

图 2 ( b) 是此种情况下的名义应力2工程应变曲线图. 同样由于是小变形 ,其饱和时的名义应
力值可通过理论计算出来. 饱和时τ=τs ,则有 Tmax = 2 . 31 ×τs = 2 . 31 ×1 . 50τ0 , 即 T • 3 .

46τ0 ,由此知理论分析与有限元计算结果相一致.

图 3 ( a) , ( b) 分别表示在工程应变 e = 0 . 063 时的最大主应变等值线图和第一滑移系的等
滑移量图. 从这两个图可以看出 ,滑移带内变形较大 ,滑移带外变形较小 ,晶体离散滑移特征很明显.

(a) 第一滑移系的等滑移量图
(a) Contours of the slip magnitude

of the primary slip system

(b) 最大主应变等值线图
(b) Contours of the maximum

principal strain
图 3 　在工程应变 e = 0. 063 下的硬化晶体

Fig. 3 Hardening crystal under an engineering strain of e = 0. 063

(c) 实验应力2应变曲线的模拟

如果我们知道离散滑移模型中滑移带的硬化规律 ,那么就可以通过有限元法去模拟晶体在

外力作用下的响应 ,但这样的硬化规律还难于测量. 通常的单晶体硬化规律是用较大的单晶体通

282 　 力 　　学 　　学 　　报 　 1997 　年 　第 　29 　卷

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



过实验测得 ,相当于将离散滑移带中的剪切变形在整个单晶体内平均. 因此对实验所得的单晶体

硬化规律应作相应的处理. 本文模拟计算中采用适当调节初始参数的办法 ,通过试算取下列初始

参数

( H0) I = ( H0) I II = ( H0) V = 17 . 80τ0 , ( Hs) I = ( Hs) I II = ( Hs) V = 0 . 0

(τs) I = (τs) I II = (τs) V = 1 . 65τ0 , ( fαβ) I = ( fαβ) I II = ( fαβ) V = 1 . 0 - δαβ

其它参数 :γ0 = 0. 002 , q = 0. 0 , E = 1 000. 0τ0 ,ν= 0. 3 ,τ0 = 60. 84 M Pa .

模拟的名义应力2工程应变曲线如图 2 (c)中的实线 ,标以‘‘+ ’’的曲线为实验曲线[2 ] . 从图

中可以看出两者非常接近. 图 4 (a) , (b)分别为对应于工程应变 e = 0. 063 时的最大主应变等值

线和第一滑移系等滑移量图. 从上述两图同样可以看出离散滑移的特征.

(a) 第一滑移系的等滑移量图
(a) Contours of the slip magnitude

of the primary slip system

(b) 最大主应变等值线图
(b) Contours of the maximum

principal strain
图 4 　在工程应变 e = 0. 063 下的实际模拟晶体

Fig. 4 　Actually simulated crystal under an engineering strain of e = 0. 063

3 . 2 大变形有限元分析

上一节我们做了小变形的有限元分析 ,假设模型中第 Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ滑移带簇产生滑移塑性变形 ,

但是随着变形的逐渐增加 ,晶体内的应力不断升高 ,最终会导致第 Ⅱ, Ⅳ, Ⅵ滑移带簇产生滑移塑

性变形.

(a) 大变形离散滑移有限元计算

对于这种情况 ,我们的目的主要是考察大变形下离散滑移模型的变形特征. 滑移带宽度较窄

的第 Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ滑移带簇的硬化规律同小变形情况相同 ,而第 Ⅱ, Ⅳ, Ⅵ滑移带簇的硬化规律亦取

为Bassani2Wu 硬化规律. 计算时取下列参数 : (τ0 ) I = (τ0 ) III = (τ0 ) V =τ0 , (τ0 ) II = (τ0 ) IV =

(τ0) V I = 1 . 40τ0 , 其它所有参数均相同 ,并取为 : H0 = 17 . 80τ0 , Hs = 0 . 0 , τs = 1 . 80τ0 , fαβ =

1 . 0 - δαβ, q = 0 . 0 . 利用上述初始参数对图 1 所示的有限元模型进行计算 ,边界条件仍为 (10)

式. 图 5 ( a) 表示试样在工程应变 e = 0 . 083 时的有限元网格变形图 ,图 5 ( b) ～ ( d) 分别表示在同
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一应变水平下的第一、二滑移系的等滑移量图和最大主应变等值线图 ,从这些图形可以看出大变

形下的晶体离散滑移特征.

(a) 有限元网格变形图
(a) Deformated finite

element mesh

(b) 第一滑移系的等滑移量图
(b) Contours of the shear strain

of the primary slip system

(c) 第二滑移系的等滑移量图
(c) Contoursof the shear
strain of the secondary

slip system

(d) 最大主应变等值线图
(d) Contours of the max2

imum principal strain

图 5 　工程应变 e = 0. 083 下的结果
Fig. 5 　Under engineering strain e = 0. 083

(b) 实验应力2应变曲线模拟

假设离散滑移情况下的晶体硬化规律仍为 Bassani2Wu 硬化规律 ,但其中的硬化系数需要重

新确定 ,为了能与实验相比较 ,硬化规律中的参数可以用小变形时模拟结果作为初始参考值 ,结

合等效硬化的概念和物理现象来对参数作适当调整 ,从而可以模拟实验. 考虑到大变形的因素滑

移带簇内的滑移系间的交互作用应取的较小. 通过试算 ,最后取如下值 : 　对于第 Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ簇滑

移带的初始参数为 ( H0) I = ( H0) III = ( H0) V = 17 . 80τ0 , 　(τs) I = (τs) III = (τs) V = 1 . 65τ0 , ( fαβ) I

= ( fαβ) III = ( fαβ) V = 0 . 05 (1 . 0 - δαβ) . 其它参数 Hs = 0 . 0 , 　γ0 = 0 . 002 , 　q = 0 . 0 .

对于第 Ⅱ, Ⅳ, Ⅵ簇滑移带的硬化规律取为普通的 B assani2W u 硬化规律 , 初始参数为 :

(τs) II = (τs) IV = (τs) V I = 1 . 70τ0 . 　其它参数与第 Ⅰ, Ⅲ, Ⅴ滑移带簇对应参数相同.

模拟的应力2应变曲线结果见图 6 ,图中带实心圆为有限元模拟曲线 ,带有“ + ”为实验曲

线[2 ] ,从图中可以看出模拟的应力2应变曲线与实验曲线基本吻合.

图 7 ( a) ～ ( d) 分别表示对应名义应变 e = 0 . 120 2 时的有限元网格图、第一滑移系和第二滑

移系等滑移量图和最大主应变等值线图. 以上图形同样反映晶体变形的离散滑移模式.
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图 6 　名义应力2工程应变曲线 :“·”表示计算结果 ,“+ ”表示实验结果 [2 ]

Fig. 6 　Stress2strain curve ,“·”Calculation results ,“+ ”Experiment results

(a) 有限无网格变形图
(a) Deformed finite

element meshP

(b) 第一滑移系的等滑移量图
(b) Contours of the shear

strain of the primary
slip system

(c) 第二滑移系的等滑移量图
(c) Contours of the shear

strain of the secondary
slip system

(d) 最大主应变等值线图
(d) Contours of the

maximum prin2
cipal strain

图 7 　工程应变 e = 0. 120 2 时的结果
Fig. 7 　Under engineering strain e = 0. 120 2
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4 　结论及讨论
　　综上所述 ,可以得出下列结论 :

1)本文在分析实验现象的基础上 ,提出了离散滑移的概念 ,建立了相应的力学模型. 为了实

现二维情况下的有限元数值模拟 ,编制了对应于模型的有限元网格形成及单元特性程序.

2)为了考察离散滑移模型的可行性 ,对晶体实验曲线进行了数值模拟. 离散滑移硬化规律中

的初始参数值是以已有的硬化参数的值通过等效硬化处理后的值作为初始参考值 ,通过适当调

节而得到.

3) 通过本文小变形和大变形的计算 ,成功地用离散滑移模型模拟了实验应力2应变曲线 ,模

拟结果与实验结果相吻合.

4)有限元计算所得出的变形模式同样正确地反映了晶体离散滑移特征.

讨论 :

计算中初始参数的选取是一个较为困难的问题 ,直接输入各种初始参数进行逐一计算 ,势必

导致庞大的计算量 ,进一步的工作可以结合数学规划的办法 ,根据各种初始参数的取值范围 ,通

过实验曲线来计算出各种参数的值.

另外一个较为困难的是滑移带尺寸的确定问题 ,因为实际滑移带的宽度是一个渐变的过程 ,

进一步可以通过有限元法来逐步跟踪 ,使滑移带逐步按实验规律变化 ,相应改变有限元网格 ,这

样就可以较完全地进行离散滑移的分析和计算.
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DISCRETE SL IP MODEL OF CRYSTALS AND
FINITE EL EMENT ANALYSIS
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Abstract 　Based on the experiment results of single crystals , a discrete slip model is established to

describe the crystal plastic deformation. The main characteristics of the model is that the slip defor2
mation of the crystal is macro2innhomogeneous and the dist ribution of slip bands is discrete. Crystal

plastic theory and finite element method are used to analyse the finite deformation of the model.

Digital results display the discrete characteristics of the crystal slip deformation. The calculated

stress2st rain relation is identical with that of the experiment .

Key words 　crystal plasticity , discrete slip , finite deformation
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