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晶体硬化系数表示式及材料常数标定

梁乃 刚 徐 彤 王 自强
中国科学院力学研究所

,

北京 犯

摘要 从均匀变形率场 中各种取 向滑移系硬化的基本特征 出发
,

提 出了新 的单晶

硬化系数表示式
,

内含 个材料常数
,

各有明确的物理意义 进 而 以精确模拟宏观

力学性质为 目标
,

利用非线性规划理论建立 了一 种准确可靠又行之有效的材料常数

标定方法 作为例子
,

使用非线性规划中的改进 亡 法与梯度法相结合的

算法
、

根据典型单轴拉伸实验 曲线确定 了铜与铝单晶的材料常数
,

预 测 了它们在多

种位 向上拉伸变形 时的应力应变响应
,

与实验结果吻合 良好

关键词 潜在硬化 单晶硬化系数 材料常数标定

,

沮 和 口〕等完成了晶体塑性变形几何学与运动学的严格描述 以后
,

晶体塑性理

论能否得到实际应用在很大程度上取决于能否成功地描述单晶硬化规律 正如王 自强 所

说
,

晶体塑性理论中最困难的问题莫过于确定硬化系数

继承与发展 与 对晶体硬化微观机理 的研究工作
,

人们做了大量 的实验观察

与理论分析探讨单晶硬化规律 年代初
,

提出了单晶硬化的双 曲函数表示式
,

并且

于定量分析剪切带的形成条件 近来
,

重新考证了次开动滑移系开动的临界条件
,

指

出潜在硬化的主要作用是提高滑移硬化的切线模量而不是次开动滑移系的临界分解剪应力

中国学老从 年代开始
,

也开展了这方面的研究工作 , 司 然而
,

现有理论预测 与实验结果之

间都还存在明显偏差 另外
,

由于晶体材料宏观应力应变 响应 与材料常数之 间呈现异常复杂

的非线性隐函数关系
,

如何标定材料常数的问题长期悬而未决 提出精确 实用 的单晶硬化系

数表示式及材料常数标定方法成为发展与应用塑性细观力学的关键 问题
,

也是本文 的 目的

为了进一步讨论方便
,

本节中先回顾一下晶体塑性理论的几个重要 关系式
,

其详细推导过程

可在 的论文 中找到

记第 个滑移系的滑移面法线方 向矢量为 回 ,

滑移方向矢量为 叹两者在初始状态均 为

单位矢量
,

滑移率为 产
,

分解剪应力率为 钾
,

对称与反对称的取 向张量为

尸间 一

粤 ⑧ 。叻 ⑧ , 与 , 间一

粤 ⑧ 一 。 ⑧
,

“
则塑性应变率

一 刁 收稿
, 一 一

收修改稿
水 国家 自然科学基金资助项 目
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尸

艺 少

记 为 愉代 应力
,

而

回 回 · 一 间

弹性应变率与分解剪应力率将分别是

一
全·

鑫
夕, 价

‘一 补黔吟
式中

间 二 尸回 十 失

是 应力 的 率
,

而 是弹性柔度张量 艺弹五
‘

户一项是 由有 限变 形 几
尽

何非线性效应引入的
,

变形不大时忽略该项不引起 明显误差

背应力棍合强化与切线模量祸合强化

处于塑性应变率场 伊 中的滑移系
,

不论开动与否
,

其临界分解 剪应力都 随塑性变形 的发

展而变化 同时
,

次开动滑移系开动时原 已开动滑移系 的切线模量也 会改 变 文献 中统称 上

述两类现象为潜在硬化
,

前一种硬化效应为背应力藕 合强化
,

而后一种为切线模量锅合强化

背应力藕合强化的微观物理机制异常复杂
,

将其作为两两滑移系之间的藕合强化作用处理

时需要考虑种种不同的相对取 向 但将晶体作为连续介质对待时
,

微观上不均匀滑移 的平均

化表征量是均匀塑性应变率场 只 因而可 以把背应力藕合强化作为均匀塑性 应变率场对各

个滑移系的强化效应处理
,

不管 ”是在何种滑移系组合开动决态 中形成 的 也就是说
,

任何

滑移系组合开动状态产生的背应力藕合强化效应将是相 同的
,

只要它们形成 的 少 相 同 这

样
,

一个冶移系的背应力藕合强化将由它 与 少 的相对位 向决定
,

不必分别考 虑它 与各开动滑

移系两两之间的相对取 向

实验证明
,

只要分解剪应力达不到滑移系正 向或反 向开动的临界值
,

滑移系不会开动 在

六维应力空 间中
,

这个范围被两个超平面 限定 对应 各 滑 移 系 的 超 平面 有 个 内包 络 面
,

就

是宏观上的屈服面 因而
,

如果选用 比例极限点作 为屈服 点
,

晶体材料 的屈叹面演化万式提

供了推断 背应力祸合强化规律的依据

与 门 的试验结果表 明
,

多 晶金属材料 的后 继屈服面具有 个 明显的特 征

一
、

存在显著的 、 效应 加载时
,

屈服面整体随载荷移动并伴有形状改变 二
、

几乎 无

横 向伸缩效应 屈服面沿垂直于加载方向的尺寸基本保持不变 三
、

存在不同程度的尖点效应

屈服面上加载点附近曲率增大而相反向对应部位变得更平坦

根据前两个特征可 以推断背应力祸合强化依赖于六维空间中滑移系 的取 向张量 尸润 相对

于应变率张量 伊 的取 向
,

而且可以被认为正 比于两者夹角的余弦
,

娜

士汰 一护间二” 一“
屠,的尹

‘

呜 ”的 一“
属凡办哟

,

”、一 ”回 尸的 ,
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式中 又为背应力祸合强化模量
,

随塑性变形的发展而变化 它控制 了后继屈服面上加载点处

的曲率 又的值越大
,

加载点处的屈服面越平坦 当 几 时
,

尖点效应最明显
,

正如 凶

所预测的那样 适 当选取 几即可模拟出上述第三个特征

于是
,

可将滑移系的开动条件描述为

下 一

肖贾量
‘

二令
’

黑
下

皇是贯二⋯
’

、 吸 峪
’

月戈有
“

诀 飞臼法
, 只幼下

’ ‘

一 “ 上上 百二
‘

一 不加改

滑移系开动时
,

其分解剪应力率应 当等于背应力率与滑移硬化率之和
,

即

于 一‘急 ‘盔一“ 少 十 又
属心 ,的

,

式 中 回 是滑移硬化模量
,

它 由滑移系 自身硬化与切线模量祸合强化共同决定

用 嘟 表示总硬化模量
,

由上式可得

与 蜘十 又岛
结合 一 式

,

滑移硬化律的表达式为

钾一

再彻叹 当 ’卜 ,

钾毛 艺幅产
,

当 少间 二

上式符合 与 记周提出的硬化律统一表达形式 针对处于临界状态
,

即 二 十 。

或 二 。

的滑移系
,

可将上式写成下列矩阵形式的不等式方程组

尹钾钾︸钾

李

训尹尹尹︸种
﹃

凡述
‘

汽﹄

讯讯讯
又尸 又尸

砂十 又凡
兄凡

又凡

又尸

义凡
十 兄尸

又凡 ’ 又凡
· ‘ ·

凡爪 又 又蛛 ⋯ 砂十 严

讯讯低︸讯

其 中
“ 二 ”

号适用于 的滑移系
, “ ”

号适用于 夕二 的滑移系 不难看出
,

式 中的系数矩阵

是对称正定的
,

这保证了解的存在与唯一

材料常数与本构方程

一 式 中的背应力藕合强化模量 兄由塑性变形 的历史决定 塑性变形伊始
,

不 同滑

移系开动引起的位错增值与位错反应很明显
,

以后逐渐趋于饱和 因而可 以设想 久随塑性 变

形的发展而减小
,

故可假设

胜
一 杯

,

其中 厂 二 艺 ,

式中材料常数 与 叮分别代表初始背应力藕合强化模量 与衰减系数
,

而 厂 表征塑性 变形发
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展的程度
,

于是

“一从 一 续
,尹 一

按照 的单滑移硬化模量的表达式
,

单滑移状态的滑移硬化模量

、一 、一 从 厂丛二竺 , 、

、
、 ,

凡一 几

其中 是初始滑移硬化模量
,

是饱合滑移硬化模量
,

、是初始状态临界分解剪应力
,

是饱

合状态临界分解剪应力
,

都是材料常数

按照 的多滑移系状态硬化模量表达式
,

多滑移时的滑移硬化模量

一

卜
一 、 鲁于鲁灼

·

中暮、

喘 」呱
一 。

表 天, 取值表

滑移系编号
,

之 一

丫丫丫丫
图 ’ 单晶的主滑移面

、

易滑移方向与滑移系取向及编号

一个主滑移面及 个易滑移方向
,

滑移系取 勺及编号
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式中乌是第 刀个滑移系对第 个滑移系的切线模量祸合强化系数
,

由滑移系之间的相对取 向

决定 见表
,

其中滑移系的编号见 图
,

取值不同的系数有 个一上式 中的 儿 依赖于藕合强

化达到饱合的快慢程度
,

也是材料常数
,

下哟 是第 刀个滑移系的滑移量

根据上述 个材料常数
,

可 以使用单晶本构方程预测其宏观应力应变响应 大变形条件

下金属单晶的刚度一般都很小
,

使用柔度张量表达的本构方程更便于保证计算精度 为此
,

将 式代人 式可得
明 ,留’一 一

十工严

夕归

记

哟 ,

当 夕恤’ ’

心
,

当 ’间 一“
’

问艺月

十
︵

了‘、、

叻妻叻

、

乙月
、

艺月七

不妨假设上式是针对所有开动的滑移系写出的

、、户勺八里,了‘‘、了‘、明 一 叨 一 性 的二 叨 一 峡 二 哟 一 尸叭 叭

可得

于回一

又谷
‘

碑赞
丁

将上式代 人 式与 式得到

。一 。
·十 。 一

厂 资女
、 、、

叙确主
、 局局 ‘ 了

这就是用柔度张量表示的率型本构方程 尽管 式中的 严 与 式 中的 哟 都是二 阶对称

张量
,

但不能保证 尸叭 的 二 性 司 既然不总有 、明 饰
,

式又是不等式方程组
,

直接 由

式求滑移率并不方便 然而
, ,

式中的系数矩阵是对称正定的
,

可以将 俨 的一组

猜想值代人 式 中第二个式子
,

求得 的尝试值
,

再利用 式求 出 少间 更为精确 的尝 试

值
,

反复迭代直到精度达到满意程度
,

最后使用

”一“ · 一 一
全 艺尸酬 、

一

艺 ,仁尸回 一 ·

全 艺少 阎

算出应变率 应 当强调指出
,

虽然 式也是不等式方程组
,

不 同于一般的线性方程组 但

与滑移系开动的约束条件一起形成一个典型的线性规划问题 由于系数矩 阵对称正定
,

解存

在而且唯一
,

可以利用线性规划的单纯形算法求解

材料常数的标定方法

单晶材料的力学性质常常通过单轴拉伸试验测定 最为常见的试验结果是载荷与伸长 比

曲线 而试验曲线 与单晶材料常数之 间呈现非常复杂的隐函数关系
,

无法通过传统实验分别

将上述 个材料常数逐个测量 出来 然而
,

合理的硬化系数表示式与恰 当的材料常数值应 当

保证理论预侧 与实验结果的良好吻合 因而
,

可从材料常数的猜想值 出发
,

利用 上节 的本构

方程得到理论预测 曲线
,

通过与实验结果的对照
,

逐步修正材料常数
,

直到 两者满意 吻 合 本

文将利用非线性规划理论
,

将材料常数作为决策变量
,

将理论 预测 与实验结果的偏差定 义为
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目标函数 通过最小化算法标定材料常数

单晶体的应力应变响应与晶体取向关系很大
,

通常需要沿多种取 向拉伸试验的数据 计

算时每一种取向的实测结果中各选几个样本点
,

以保证标定结果 的可靠性 记第 个样本点

的实测与理论预测值分别为 广 与 ‘ 二
, , 二 ,

叼
,

可定义 目标函数为

。一 冬全。一 ,灯
乙 万二

式中 毛仃二 , ,

⋯
,

是代表材料常数的决策变量 定义 目标函数时也可以对各个样本点进

行加权处理
,

数学处理过程是类似的

从一组猜想的材料常数出发
,

用 式计算 目标函数的值 按照非线性规划中的单纯形

法叼 ,

就能逐步找到使 目标函数极小的决策变量
,

实现材料常数标定 如果使用非线性规划 中

的梯度算法
,

或收敛较快但计算程序略为复杂的 以及 算法叫
,

需要计算 目标 函 数

的梯度

己 拼
山 、

己从
诬甲卜 乙 妙 一 厂少石叮

‘二‘ 毛

廿 二
二 、

即
‘

。二 , 、 。、 二 一 。 , 小 、
多专甲 阴

一下一一 川 川 一 之己 间 、笔亡 川 一 石三间 、乍犷
口

日丫 今「即 即
, , 、

日加
‘

下产一丁一一 二 山 丫三尸 一不丁一 中 甘 一
‘

爪丁下三下 ,

‘凡 尸 ’ ‘气 走人

勺以 」

式中的
刁沙

,

刁 叙、
时计算量很大

,

精度也难以得到保证
,

效果不理想 不过
,

当材料常数的猜想

值偏差不大时
,

可 以设想
‘
近似为各材料常数的线性函数

,

于是
日汉

日为日 、
竺

,

而

一

卫迈一 一
登鱼 鱼

帆 昌 气 叙

若使用改进 小犯州。 算法
,

决策变量的修正公式为

、
、

, 、新 。一 、、
、 、,日 一 带

一 ’

畏
,

式 中 拼是使 目标函数达到最小的待定系数 计算结果表 明
,

使用改进 ‘ 、 法与梯度

法相结合的算法很有效
,

决策变量的修正公式为

、二 , 、新 , 一 、、 , 、旧卜 ·

〔带
·

司
一 ‘

哥
式中 , 是一个正常数 显然

, , 越大
,

搜索方 向越接近梯度方 向

数值例子

图 中画出了面心立方晶体的一个主滑移面以及该滑移面上的 个易滑移方向 图 伪
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中画出了 个滑移系的取 向与编号 在单轴拉伸试验时
,

一个拉伸方 向对应于极射赤面图中

的一个点
,

见图
,

其中
“ , “ ”

与
“ ”

分别表示图 中的
,

与 轴方向
, “ ”

与
“ ”

分别代表 一

幸
,

车
,

粤
方 向与 介

,

车
,

粤
方 向 由于 几何 对称

“

,
’”

” 、
’ ’

“
’

“
一 ’ ’

一
’

性
,

研究拉伸变形特性 时只需要考虑 图 中阴影部分曲边三角形中的点所对应的晶体取向

甲已么署只侧粼碎

图

‘

子 ,

面心立方晶体的极射投影图

飞 一一一
了了‘二

‘

伸长 比比

暇曰

寿瓜
甲日之昌只侧狱娜

应变

图 铜单晶沿不同位向拉伸时的名义运动

应变曲线

—为理论预测线
, , ·

为实验点

图 铝单晶沿不同位向拉伸时的名义应力 一 伸长

比曲线

为沿 川 拉伸实脸点
, · 为沿阴 拉伸实验点

, 。 为沿

〔 拉伸实验点 虚线为猜想值预测线
,

点线为中间值预测

线
,

实线为优选值预测线

图 中的 条实线是铝单晶理论预测曲线
,

材料常数为 禹
,

从禹
,

瓦风二 ,

儿
, 、 , ,

二 , 二 , , ,

叮
,

其中
,

是初

始临界分解剪应力 理论预测和文献〔川 的实验结果很接近 图 中的铜单晶理论预测 曲线

是 由
, ,

几
,

儿
, ,

·
, · , 二

·
,

·
,

,

风二 ,

叮 算得的 它们与 咖 刀 的实验结果也很接近 图 与图

表明
,

本文得到的硬化系数表示式体现了单晶沿各种位向拉伸变形时的力学特征 这说明本

文中所采用的几个假定是可以接受的

图 中的 条虚线是根据猜想的材料常数算得 的
,

条点划线是根据优化过程得到 的中

间结果算得的
,

条实线是根据材料常数的优化结果算得的 优化迭代时使用 式
,

计算中
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取 , 为 一 时收敛很快 将这 组曲线实验结果进行 比较说明本文提出的材料常数标定

方法是可行的

结论与讨论

本文从均匀变形率场中不同取向滑移系硬化的基本特征出发
,

提出了一种单晶硬化系数

表示式 各材料常数物理意义明确
,

能足够精确地预测单晶材料沿各种 晶体学取 向拉伸变形

时的宏观力学行为 硬化矩阵形式简单
、

对称正定
,

可 以用线性规划理论判 断滑移 系开动状

态
,

求得其滑移率 本文提出的材料常数标定方法行之有效

本文中铝与铜单晶的材料常数是根据文献「川 和 〔 的试验结果标定 的 不 同文献 中报

道的试验数据分散程度较大
,

需要进一步做深入细致 的理论分析与试验验证工作 此外
,

多

晶材料 中的晶粒受杂质
、

缺陷
、

晶界约束等因素的影 响
,

与单晶材料的性质有所不 同
,

不能完

全照搬单晶的材料常数与硬化系数表示式
,

有必要进一步探讨
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