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摘要 流体力学反问题是一类重要的非线性问题
,

这类问题在工程中有广泛的应用
,

如过坝水流问题
,

给定流量的射流和翼型设计问题
。

由于这类流动求解区域不确定
,

导致

问题的非线性特征
,

使数值计算十分困难
。

本文将以亚
、

跨声速冀型设计问题为例
,

提出

一种求解流体力学反问题的新方法
。

关键词 流体力学反问题 翼卑设计 , 非线性力学 , 跨声速流动
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引 言

流体力学 中的反问题
,

即给定物体表面 或 自由面 的压力分布
,

求解物体表面 自

由面 几何形状的问题
,

是一类重要的非线性流体力学问题
。

这类问题在工程中有着广

泛的应用
,

如水利学中过水坝或过水闸门的出流
,

空气动力学 中的机冀设计问题
。

由于

这类问题 中存在着待定的物面 或 自由面 边界
,

使求解区域不确定
,

导致求解问题的非

线性特征
,

使数俄计算十分困难
。

与已知物体几何形状进行流场分析的流体力学正问题相比
,

流体力学反问题的求解

远未成熟 〔’一‘ 〕,

目前求解反 问题常用的一种方法是预估修正法
,

由于非线性问题的解对

流动边界几何形状十分敏感
,

特别是跨声速问题
,

从而使边界几何形状的修正计算变得

十分困难
,

常常导致计算的不收敛
。

针对 述 问题
,

本文提 出了在一种特殊的流线坐标系下
,

即位
一

流函数坐标下
,

求

解翼型设计问题的数俏方法
。

流线坐标系也是一种边界拟合坐标系
,

由于流线随着计算

的进行而调整
,

因此在流线坐标系下进行数值计算与近年来发展较快的 自适应网格技术

有许多相似之处
。

在流线坐标系下进行翼型设计
,

物面也是流线
,

对物面的修正可在网

格调整中自动完成
。

特别是由于本文选用的流线坐标系的特殊性
,

使得用于流线及物面

修正的方程与流体力学方程完全等价
,

从而保证了在此坐标系下进行正
、

反计算的完全
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相容
。

因此
,

本方法有较好的数值收敛性
。

甲一

劝流线坐标系下的基本方程

坐标转换方程

边界拟合坐标变换是 址早提 出的一种坐标变换方法
,

采用的

坐标变换方程是泊松方程
。

本文提出的 补梦 流线坐标系实际上也是一种边界拟合坐标
,

不同的是使用的坐标变换方程不再是泊松方程
,

而是用流函数方程和位函数方程作为坐

标变换方程
。

位函数方程和流函数方程为
, 一 , 切 二 一 甲

二 , , 一 “ , 甲 , ,

’一 ‘ 梦
二
一 梦

二 , ’一 护 , ,

方程 是以 二 、

, 为 自变量
, 甲和 梦为未知函数的微分方程

,

现进行反变换
,

将其变换

成以 切 和 梦 为 自变量
,

和 , 为未知 函数的微分方程
,

变换关系式为

切
二 。 , 卯 , 一 。

脚
二

一 , , 势, 一 ,

式中 是 行列式

‘ 分 介
分 巾 价

戈 甲 动 一 价 甲

对 式继续求导
,

可得到 切
二 , 甲 , , 中 , , , 梦

二 , 梦 ,

和 势
, ,

的表达式
,

例如

叭一 枷 一 十

仔
。动 , 梦

一 了
一 , 瑟

、 、 、

二
、 ‘ 一 , 奢, 。二 。。

十 ‘此 , 、 、
一 ‘ , 、 , 币 。十 ‘ 芝夕‘ 。

孔
,

等也可用类似方法导出
,

在此从略
。

式中的
, 。 , 刀 和 。可以写成 和 的函

数
,

其中 为速度模
, 口为速度矢量与 二 轴之夹角

。

根据位函数与流函数的定义有

, 粤
二

粤 。 。 。。 二 。

潇

势
,

梦
,

岁
,

犷几 十 互二 一

工

一旦 一 口 口 刀

。

由 式解出
,

二

罕
, 一

舍罕
,

‘。

丫
,

鲁丫
‘ ,

在甲 一 , 坐标系下
,

以甲和势为 白变呈
,

和“看作是甲和职的函数
,

因此有
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二

奥 , 十 弩 ,

甲 丫

。一

器
,

器
梦

比较 式和 式可得

切

甲

丽
一

。 口

鉴旦逻 丝 鱼 些丝
’

梦

用
。

乘以 式中第一个方程
,

用 , 乘以 式中第二个方程
,

二者相加
,

将 式 中给

出的孔
二

等代入其中
,

并用 式对结果进行简化
,

经过整理
,

最后可得到关于几何变量

的方程

言
’ ‘一 ” 二 十‘ 诱。一

用
,

乘以 式中第一个方程加上
,

乘以第二个方程
,

然后
,

用类似的方法对其化简
,

最后可得到关于 的方程

舍
’“ 一 ””二 “。‘“

方程组 便是所求 补势 坐标系下的几何方程
,

它给出了几何坐标
、

随 甲 , 梦 变化的规

律
,

不难看出
,

亚声速区方程为椭圆型
,

而超声速区方程为双曲型
。

方程 的边值条

件可提第一边值问题
,

也可提第二边值问题
,

要根据具体情况而定
。

一般来说
,

对于正

问题
,

由于物面几何形状已知
,

即边界处每一点伸
,

哟 所对应的 二 、

已知
,

因此应提

第一边值问题
,

而对于流体反问题
,

已知的是边界上的速度分布
,

因此应提第二边值问

题
,

即用公式 作为边值条件
,

有关定解条件问题
,

我们将结合具体实例予以讨论
。

甲
一
护 坐标系中的流体力学方程

方程组 的系数中含有
。

一项
,

该项是速度模 的函数
,

因此求解 式时
,

必须给 出计算平面上每一点印
,

钧 所对应的 值
。

为此
,

还需要建立速度变量随甲 ,

变

化的方程
。

描述二维定常无粘可压缩流体运动的基本方程是 方程组
,

其形式为

一
「

一
二

“ , 二 “ 、 一 八

尸“二 , 下尸“ 戈尸 丁 下二丁 一
义 夕 潇

豁
十

需瓮
”

静 六 舍常数
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在无旋条件下
,

从 方程出发
,

利用速 度图法 可得到速度

面上的 方程 〔”

鲤时一一
测一丙一

一 鱼 一 勺生嘿 丝

对 式进行变换
,

将其变换成以 切 , 梦 为 自变量
,

和 口为未知函数的方程
,

变换公式为

器
一

箭
“

器
一

豁‘“

口
, 、

—
凸

甲
‘

测一如酬一时

式中
‘

月“一梦
。廿一节一如一衅如﹂仰

一一△

将 式代人 式中得

如一酬
一一

时一仰一

一 ’

止 止竺二

甲

方程组 就是 甲 , 势 坐标系下的流体力学方程
,

该方程给出了速度变量随 甲 , , 变化的

规律
,

不难验证
,

方程组 在亚声速区为椭圆型方程
,

而在超声速区为双曲型方程
。

等价证明

至此
,

我们得到了两组以切和梦为 自变量的方程组
,

方程组 和
,

方程组

是正交曲线坐标系 印
,

哟 下的流体力学方程组
,

而方程 则是笛卡尔坐标系
,

动 与

曲线坐标系帅
,

哟 之间的坐标变换方程
。

在一般的曲线坐标系中
,

这两组方程之间没

有必然的联系
,

但由于选用的坐标系 和梦 的特殊性
,

使得 式和 式之间存在着联

系
,

即方程 与 等价
。

为证明这一点
,

只需从 式出发
,

推导出方程 即可
。

将 式代入 式中
,

可得
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一 丛 、
“ 一 世丝训 十

坐些奥、
口 华

‘

口甲

户。
浮

户 梦

鱼 些遴勿 丝
户 , 节 罗赢公

一

叫
” 一 、 口 口

,

吞

—十
一

兀
一

一口甲
‘

甲

一 丝丝 巡
梦

户

罕爵 ‘ 丝到叻 。

、

式第一式乘以 口与第二式乘以 封「
,

经整理可得到

知
一 ,

一

孺一北
这便是 式的第二式

。

用类似的方法
,

将 式中第一个方程乘以 减去 场 式第

二个方程乘以 。 。

经过化简
,

即可得到 式的第一个方程
。

由此可见
,

方程 和

方程 完全等价
,

正是由于这一等价性
,

保证了我们在利用 式对物面形状进行修

正时
,

使得流体力学规律自然满足
。

求解流体力学反问题的数学方法

提 出的求解流体力学反问题的方法本质上也是一种预估修正法
,

即将正计算和反计

算交替使用的迭代方法
。

所谓正计算是已知流场几何边界形状
,

求解流场中速度分布
,

此时所用的控制方法是 式
,

反计算则是给定流场边界速度分布
,

求边界及各流线的

几何形式
,

使用的控制方程是 式
。

我们以空气动力学 中的翼型设计问题为例
,

来说明这一方法
。

翼型设计问题是一个典型的流体力学反问题
,

现有的翼型设计方法对初始翼型要求

很高
,

本文给出的方法对此有较大改进
。

物理平面上流动区域 如图 所示
,

将图 中的流动区域转换到 伽
,

妈 平面上

对应的区域
,

这是一矩形区域
,

如图
。

在翼型设计中
,

远场边界条件最好能用

远场解给定
,

在没有远场解的情况下
,

用有限远代替无穷远
。

在 印
,

哟 平面上翼型设计

··

二
,,

物理平面 计算平面

图 翼型设计示意图
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问题可按如下步骤进行
。

给定初始物面形状和初始流线位置
,

在 切 ,

哟 平面上均匀构造网格
。

进行正计算
,

在给定物面边界形状的 条件下
,

求解流场各速度分布
,

即在 上

用有限差分法求 式
。

共边 界条件为 在无穷远边界上 刀
,

刀
,

和 月四 条边上

提第一边值问题
,

即

浮 浮

在物面上
,

对冀型设计问题
,

速度 已知
, 浮 良也可由假定的物 形状求出

,

即

物面

“ 一‘

墨
一

物 面

在上述边界条件 下
,

求解 式
,

得到 帅
,

妈 平面上每一点的
,

吞恤
。

进行反计算
。

在给定速度分布 情 况 卜
,

对物 面和流线形状进行修止
。

以口求解

式
。

远场边界条件仍然是第一边位问迪
,

即给定远场每一点 印
,

哟 所对应的
,

沪

值
,

物面边界杀件可山 式给出

妙
一

一丛 翌一 、
梦 户 物 面

侈

面物

、

上式右端项 中的
,

沙均为已知
。

住上述边界条件下
,

求解 式
,

可得到新的物而及流

线形状
。

重复
、

两步
,

进行多次迭代直至收敛为止
。

上述计算过程 中采用的差分格式与 入 ’
一

的格式相同 〔‘ 〕,

即在亚声速区使

用 中心格式
,

在超声速区采用迎风格式
。

址 乱 我们得到了计算平面上每一点印
,

哟 对

应的
,

吞
, 二 和 刀 ,

相 当于物理平 颐上每一

点 二 ,

求 出了其对应的 切 ,
梦 , 口和 的

于改
。

本文给定压力分布
,

计算了冀 塑的 儿

何形状
。

图 为 双圆弧翼塑的情况
。

流动状态为
, 、 ,

计算中压

力分布数据取 自文献〔 〕
。

图 为

翼型的计算结果
,

流动状态为 一

, “ ,

压力分布取 自文献〔 〕
,

图

为 的计算结果
,

流动状态为
, “ ,

压力分布取 自文献〔 〕
。

目“ 一初始物币

—
汁算结果

一 一 一 一 一 一 一 一 ‘

一 一 一 一 一 一 气

双圆弧翼型阴 计算结果

图
堪

上述计算中计算结采均与真实物面坐标吻合较好
。

图 计算时初始翼型为 的双口弧
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翼型
,

图 和图 计算时
,

初始翼型为 的双回弧冀型
。

由此可见
,

方法可在初始翼

型与最终结果相差较大时也获得收敛解
。

一 一 一 和 妹物 自

—
计算结果

真实物 面

产 户 一 一 一 一 一

直实物 肉

—
计算物面

、 、 一 一止二

一 。 一

图
,

」
石

翼型的计算结果 川 八 典型的计算结果
一飞

讨 论

数值计算表明
,

本文提 出的 甲 , 梦 坐标系下求解反 问题的数值方法是可行的
,

该方

法与其它反方法相比主要特点为 首先
,

采用的边界修正公式是与流体力学方程完全等

价的一组方程
,

从而保证 了在边界修正过程 中流体力学的各守恒规律 能 自然 满 足
。

其

次
,

在对边界形状修正的同时
,

也对流场中流线形状进行了修正
。

我们知道
,

非线性问

题的解对边界形状十分敏感
,

预估修正时
,

如仅对边界给以修正
,

而不对流场进行相应

调整
,

是导致计算不收敛的一个原因
。

由于本方法采用了上述措施
,

因此
,

其收敛性较

好
,

所以在较差的初场情况下
,

也可得到收敛解
。

此外
,

方法通过拟合坐标变换
,

将非

规则的流动区域变成 甲 ,

哟 平面上的矩形区域
,

在计算平面上采用均匀网格对应其物理

平面上的映象
,

网格在物理变量变化剧烈区域 自动加密
,

而在物理变量变化较小的区域

自动稀疏这一 自适应特点
。

方法不难推广用于解决其它流体力学反问题
。
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