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_押|要 在有限变形的框架下，提出了一套新的砂罱控崩算法。与现有的各种算法相比，不 

但可罨免使用经验参数．能应用于几何非线性和材辩非线性相耦舍的复杂条件．且广泛适用于 

多种不同的材料和奉柯关系。该算法已被加^刊太型动力学有限元程序中。通过对两种典墅问 

题进行的数值分析，验证了我们发展的算法和程序，对于稳定砂漏摸卷的发展是有效的。 

关蕾词 砂避 有限变形 有限元 法 

中圈法分粪号 O347．I TBll5 I 

l 引 言 

、 对于冲击动力学的有限元数值模拟，在二维情况下，四节点常应变单元被广泛采用。 

其原因有二：一是由于积分点的数目少(单元内的积分点数目只有一个)，从而有效地减少 

了计算时间；二是因为它能防止在不可压材料计算过程中的所谓“Locking 效应。但同时， 

这一类单元在模拟材料动力学过程时，也会 出现新的问题——砂漏(Hourglass)。它是一 

种由单元性态所决定的、在合适的外载条件下无控{5j发展的变形模态，由于它在每个单元 

的中心处并不引起变形，因此常规的四节点算法无法发现它 ，也就无从加以控制，如不引 

进砂漏控制算法，在某些情况下便导致计算的不稳定，从而破坏数值模拟的结果。 

这一 问题较系统的研究工作出现在80年代初 ，Flanagan和 Belytschko等c1]利用所谓 

。人工阻尼”和“人工刚度”方法 ，对小应变 、弹性条件下的动力学有限元实 施了反砂漏算 

法。他们的工作被当时发展的许多大型有限元编码所接纳 但美中不足的是，在这一砂漏 

控{5j方案 中，需要至少一个人为的经验参数来调节控制力的大小 ，从而使计算结果导^了 

不确定的人为因素，此后的许多工怍便是基于如何确定或抛弃这一控制参数来进行的。如 

Belytschko和Liu等 人的研究，以及Belytschko和 BachrachC33利用所谓 QBE单元对砂 

漏模态进行了有效的控制，他们针对的问题是弹性材料承受剪切冲击下的变形及响应。 

Liu在此基础上利用广义变分原理把它推广到材料的非线性动态响应 的数值模拟 中，并 

取得了成功L4-。另外，在此同时Jetteur、Cescotto[ 使用虚功原理发展了各自的可防止砂 

漏发 展 且不 导 致Locking的单元 模 型 ，而Belytschko、Bindeman_6 以及Stainer等口 在 

· 国家高技术计划激光技术顿域资助。 
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Simo和 Hughes 发展的拟应变场理论基础上简单而成功地 防止 了砂漏 问题，应该提及 

的是，Stainer" 等曾试图把上述方案推广到有限变形条件下。 

我们首先介绍砂漏模态的产生原因和性态 ，以及砂漏控制的基本原理，然后在有 限变 

形的框架下 ，提 出一种新 的砂漏控制思路和算法 。这一方案与其它控制方案相比，在每一 

增量步只增加很少计算量并可减少增量步总数 的前提下，可有效地控制砂漏模态的不合 

理发展，且不舍经验参数。该方案可用于多种材料在冲击载荷作用下动态响应的数值分析 

中，且能够考虑几何非线性 、材料非线性等效应。最后通过对典型算例的分析，进一步论证 

了作者所提出的算法 的合理及优越性。 

2 砂漏模态的基本描述 

利用有限元方法来求解高速 冲击问题时，需要对空间域进行离散，如果记形状函数为 

Ⅳ，，则有位移场与单元节点位移间的如下关系式 

． = UliN， (2．1) 

相应地，速度场分布与节点速度的关系为 

一 nNJ (2．2) 

在此，取形状函数 Ⅳ 为如下的形式 

1 

N1一{‘1+ ， )(1+ ) 
其中： 、 为局部坐标分量；岛、 为单元节点的局部坐标值。所以，变形率与单元节点速度 

间的关系为 

D =专( j+ )一号( Ⅳ + N1。 (2．4) 
上式的推导 中，利用了下面的两个关系式 

Ⅳ = 0 (2．5) 

“ ^ ．， = 0 (2．6) 

如果在平面应变的条件下 ，我们把应变率张量和单元节点的速度分量写成列向量形 

式，则有 

其中 

：  

L2D ：j 

= [Ⅳ¨] =[Ⅳ1．1 N2 t N¨ N¨] (2．8) 

一

b
。T= [M．2] 一[Ⅳl 2 N ⅣⅢ NⅢ] <2．9) 

一 [ n] = [ t] (2．10) 

= [ n] 一 [ U 42] (2．11) 

注意上述几个列向量 的分量记法中，前一个下标表示单元的节点序号，后者表示的是 

方向(z—— 1，Y—— 2)。用整体坐标表示，则有 ． 

7  

心 

d 

B  

Il 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


● 

第 1期 黄晨 光：砂蒲控制算法 的改进及对高速 冲击问题 的应用 

一  ] (2·12) 

j 刍 Y ] (2·13) 
而其中的单元面积 A为 

A ÷( 31Y 十 “Y31) (2．14) 

在上述三式中，采用了一特殊的记法 

z — xi— T l】一 一 I2．15 

其中：．r．、 是单元节点 的整体坐标值 

在方程(2．7)中， 是一个 3×8阶的矩阵，且 Rank(曰)=3 B的零空阃 NS(口)的规 

模为 8×5，与之对应的速度矢量在单元积分点处产生的应变为零 

NS(B)=[：0 一 0 ] ㈣ L0 1 J 
其中 

一tT一 [1 l 1 1] (2．1 7) 

= l 一 1 1 ～ 1] (2．18) 

— EiL 工2 3 ‘] ‘2．19) 

= Ey。 2 Y3 Y ] (2．20) 

不难看出，NS(B)对应着五种变形模态，前三种是计算程序能够处理的刚体运动(平 

动和旋转)，而后两种所对应的就是砂漏模态(Hourglass)，这种变形模式在单元中心处产 

生的应变为零，而在单元其它的地方则不然。由于在一般的用有限元求解冲击动力学的程 

序中，没有加入对砂漏模态进行控制的模块 ，致使在某些条件下使砂漏模态得以无限增 

长，从而破坏计算结果 近二十年的许多数值程序工作，便致力于解决好这一问题。 

3 一般的砂漏控制方法 

为有效抑制砂漏模态 的发展，最一般的方法是：针对各单元中砂漏模态幅度的大小， 

比例地加上一个稳定力 ，以遏制该模态的无限增长，添加稳 定力的基本思路就是所谓“人 

工刚度”(Artificial stiffness)方法。如果以率形式来表示，其基本步骤为： 

(1) 定义节点的砂漏速度 Z 

勰。一 一 = · (3．1) 

其中：̂，为砂漏模态函数矗，称为广义砂漏变形率， 为单元节点速度的线性部分。 

(2)广义砂漏变形率 的表达式为 

=  (3．2) 

y 称为砂漏形状函数 ．其表达式为 

： +Eh 一( )“] (3．3) 
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bn= N』 (3．4) 

(3) 砂漏应力的表达式为 

龟：( + ) (3．5) 

其中：K， 分别为材料的体积模量的剪切模量。 

= — T ) 盘 (3．6) 

即为附加的节点砂漏控制力。 

从上式可知，外加的砂漏稳定力不会使单元产生应变和刚体位移，这是因为砂漏形状 

函数 垂直于线性速度场。但上述方案中， 为人为的带有经验性 因素在内的参数 ，因此 

这类抑制砂漏发展的算法具有一定的随意性。另外，它没有考虑有限变形影响。 

4 一种改进的砂漏模态控制方案 

下面 ，我们将 在有限变形的框架下，建议一套新 的不台经验参数 ，且能在不可压缩介 

质中适用 的砂精稳定算法。 

在平面应变的条件 ，设单元内的应变率 

一  

l1 一  2 _h 

2÷ 

÷ 

0 

0 

一 eqth
． 1 

0 

是虚设的砂漏应变场。在此处，e=0．5，h一 · 。 

如果我们把当前时刻的旋转张量记为 曰，那么， 

R = FU一 

F为变形梯度张量 ，￡，为右形变张量。 

我们把上述所设的应变场转换到无旋构形中去 

图 1所示，故有无旋构形中的变形率场为 

Oq 

0 J 

0J 

+ eq2h．2 

(4．2) 

(4．4) 

由于无旋构形与现实构形的关系如 

D— D。+ D = R Rr 

D。一 RiOR'r 

D 一 R ir~GR 

(4．5) 

(4．6) 
- 

(4．7) 

1  

4  

叩 

^  
凹 

+ 

叼 

一 

嚣 0 

^ 

．

凹 

一 

^ 

+ 

一 

E  

+ 

． E  

lI 

．

E 

中 
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然后利用本构算法，求出 △ ，Aa 。 

例如，对于一般的弹塑性材料 ，如果采用半径回归法进行本构计算 ，则砂精稳定力的 

求解过程如下所述 。 

变形率与应力率 的关系为 

如果在平面应变条件下，把应力率与变形率写成列向量的形式，则有下述矩阵表达式 

+2卢 0] 

{ )=l +2 0l({D。)+{D眦}j (4．9) 

l_O o 
上式中： 、 为Lain6常数，卢则为弹塑性本构半径回归算法中的缩减系数 

一 1 蔫  11 ∞ p=～——— 寺 (4．。) 吒(十 j 
其中： ：为当前状态的屈服极限，矗为单元等效试应力，日 表示硬化常数。 

把应力率可以作如下分解 

{ )一 { }+ { ) (4．11) 

如果记此时的时间步长为 ，则该步长 内的应力增量为 

△ = 血 + 一 △口0+ △ (4．12) 

1．Initiation configurationj 

2．Configuration without rotation； 

3．Current configuraion 

图 1 各种构形问的转换关系 

Fig．1 The relationship of various configurations 

最后 ，把 △口0与 △ 返 回到现实构形 中来 ， 

其中的转换关系式为 

AT。= R △a0 (4．13) 

△ = R △ R (4．14) 

AT。，△ m分 别表 示 现 实 构形 中的 

Gauchy应力、砂漏应力的增量。于是 ，当前时 

刻的砂漏应力、Gauchy应力值分别按下述方 

程求得 

一 T + AT。 (4．15) 

一 THG+ △ m (4．16) 

我们把当前 构形 中的 Gauchy应力、砂 

漏应力表达式在平 面应变条件下 ，简记 为列 

向量形式，则有下述计算客观节点力、客观砂 

漏控制力 的表达式 

，=l詹 { oldv 

，u6一I m { }dV 

(4．17) 

(4．18) 
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按 Simo和 Hughes 的观点，此处 

0] 
= l。 (4．19， 
j T_ 

，̂  
— eh 2yT] 

= l—eh，l eh．2yT l (4．20) 

_0 o 
至此 ，一套完备的计算砂漏控制力的算法就完成了。 

应该提到的是，在这套方案中，嚣的快速准确的计算起着十分重要的作用。因为在冲 

击动力学的有限元数值模拟中，计算所花费的时间是至关重要的因素。 

5 算 倒 

我们已经把上述的砂漏控制算法 ，编成程序模块，加人到了冲击动力学大型有限元程 

序中，并对两种特殊的，具有典型意义的算倒进行了模拟和分析。 

5．1 梁的大挠度弹性弯曲 

问题的构形如图 2所示，梁的尺寸为 0．1m×0．8m．材料参数为 

E= 10。Pa， = 0， P= 1000kg／m 

其 中，取 为零的原因是 ，在此条件下砂漏模态最易发展，从而可以用之检验砂漏算 

法的控制能力。 

圈 2 取 戴 柴 时 孽 倒 

Fig．2 The shape of beam and the conditions of loading and boundary 

粱所承受的突加载荷(stepload)可以使粱的挠度最大值与梁的高度大致相当。这个 

典型的算铡常用来检测砂漏算法的可行性。 

为此 ，我们对粱进行网格离散，采用 的网格计算规模为 8×4。图 3为不同阶段的网格 

变形图，图 4为对称线上中点处 A的时间(f)位移( )关系图。 

f 一一 

T 上̈ 
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I 

L————一  

l= 3 6ms 

图 3 粱发生弹性 弯畸时 各时刻的变形图 

毫．3 The de{ozma~ion beam in d|f{erem "times 

和文献[1]比较，可以看出，本文的算法 

在处理几何非线性问题时是可行的。我们提 

出的砂 漏控 制技术 不仅保证 了网樯变形稳 

定，不致发生崎变，而且从 中点 ^ 处的位移 

变化来看+其振动的周期和幅度与文献[1]都 

有较好的吻合。应该强调的是，我们的算法过 

程中不舍任何人为的可调参数，而文献D3中 

贝j不然。在此意义上讲 ，我们所发展的砂漏控 

制技术更加客观、合理。 

5．2 粱的弹塑性大挠度弯曲 

这里，我们仍然针对前一算例中的问题． 

更进一步地研究所提 出的算法在弹塑性、大 

变形条件下的适用情况。梁的几何尺寸和弹 

性材料参数均与上佣相同，但所承受的载荷 

不同。此例中，所施加的载荷为作用在粱上表 

面的，向下均布压力为 ( =18X10 N／m)， 

其余的材料参数为：屈服应力 一2×10 Pa， 

硬化模量 H一1．11×10 Pa。此处，我们的计 

1．Algorithm[2]； 2．New algorithm 

图4 粱上 点处的位移时间图 

Fig．4 The Curves of disp]aeement vs 

time at the pp．sition 4 of the beam 

lJ 

L L 

L 
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算规模仍然是 8×4个网格，弹塑性本构算法 

采用的是所谓半径回归法。具体计算结果见 

图 5和 图 6。 

图 5为 t一15ms的网格变形 图，从中可 

以看出，本文提 出的考虑 了有 限变形影响的 

砂精控制算法 ，在几何非线性 和材料非线性 

相耦合的条件下 ，依 旧能够满足砂漏模态的 

需要，与文献[2]比较，我们在 iSms时得到 

的梁的网格变形 图，其单元形态更加合理 (文 

献[2]中的变形网格在局部区域已有明显的 

畸变)，砂精 的发展得到了成功的控制。另外， 

本文发展的算法可 以适合于多种材料模型， 

各种本构算法。 

此外，虽然本文的算 法在每一时间增量 

步内，增加了一些运算量，但是该算法可以有 

效提高稳定时阔步长的太小 与文献[2]、 

DYNA 等采用 的方案相 比，对于本 例，如果 

计算到相同的时刻，所需 的时间增量步总数 

要少 i／4左右，从而整体上节约了计算时问。 

圈 6显示的是对称线 中点 A处的位移一 

时问 曲线 ，我们把它与利用 4积分点算法以 

及文献[2]所提出的算法所得的结果相比较． 

有较好的吻合，从 而在冲击载荷作用使结构 

发生弹塑性有限变形时，进一步验证 了本文 

所提 出的砂精控制算法 。 

6 结 语 

砂精控制算法在某些情况下，是决定有 

限元模拟冲击动力学过程能否顺利进行的关 

键。本文在有限变形的框架下 ，发展 了一套能 

成功抑制砂满模态失稳发展的理论以及相应 

的程序，并通过两个有代表性的算例，使它们 

在不同条件下得到了验证 至于如何进一步 

图 5 15ms时粱的弹塑性 弯陆变形 圈 

Fig．5 The elastoplastic deformation 

of the beam(f一 15ms) 

t／ms 

1．Algorithm [2]{2．four-point integration 

3．New algorithm 

图 6 粱上 点处的位移 

时间圈(弹塑性条件下) 

提 高砂精稳定算法的效率仍是需要研究的方 Fig．6‘The curv@s of displacement vstime atthe 

向。 position A of the beam(wlth consideration of 

． plastic deformation of the beam) 
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AN IM PRoVED ALGoRITHM oF HoURGLASS 

CoNTRoLLING AND ITS APPLICATIoN 

lN lM PACT DYNAM lCS 

Huang Chenguang， Duan Zhuping 

(Institute of Mechanics，Chinese Academy ofSciences，Beijing，100080) 

ABSTRACT In this paper，we present a llew algorithm to control the development of 

hourgalss mode in light of finite deformation theory．Compared wi
．
th various hourglass 

control schemes existed．the method has some distinctive advantages．The finite element 

code with the control method can analysis the dynamics respOnse of structures made 

from various materials with getting rid of artificial parameters．Two classical examples 

are presented that show the succeed of the hourglass control algorithm． 

KEYWORD hourglass．finite deformation，finite element method 
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