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一

萝了“ ‘ 人 了 ,

一 一

人云 , 。仍 ‘

, 一
’

引 言

自〔 〕提出矢通量分裂格式以来
,

在求解气动方程方面得到广泛应用 矢通量分裂

格式是一种求解守恒型双曲方程组的方法
,

它将方程中代表质量
、

动量和能量的矢通量

按照矢通量 。。 矩阵正负特征值分裂为两个亚矢通量项
,

目的在于改进显式格式和

隐式格式的计算效率和提高求解时的稳定性 在求解方法上
,

对于二维问题
,

需要求解以

块矩阵为矩阵元的上三角矩阵和下三角矩阵
,

比中心差分格式需要求解两个块三

对角矩阵工作量小得多口 但是
,

矩阵和矢通量计算量要增加一倍 另外
,

在

求解跨音速问题时
,

在音速线处会出现相当大的数值振荡
,

需做特殊的数值光滑化处理

本文的 目的
,

就是要改进矢通量分裂格式的不足
,

提高求解 方程乃至 一
方

, 年 月 日收到
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程的效率 为此
,

提出了一个特殊矩阵分裂格式 数值实验表明
,

格式具有良好的计算稳

定性
,

并使计算量减少
。

搜
‘

制 方 程

二维非定常可压缩守恒型 方程为

夕 二

十 , 一 。,

其中

并有

宁 , 夕。 , 。 , , 才 ,

一 夕、 , 。 , 十
, , 。 , , 。 尸 了 ,

户。 , 户“ , , 。 , 十
, , 一 户

,

, 一 , 一 。 一 粤
。 。 ,

、产、、产月月,厂‘、了、

为适应一般物型非定常流计算
,

引人随时间变化的贴体曲线坐标变换叭
,

夸一 杏 , , , , 刀 一 刀 二 , ,

方程 变为如下守恒形式

氏子十 苏
, 户一 。,

其中 矛 , ,

左一 易 乳万 如 ,

户 , ‘宁 , 二 。 尸 ,

言 , 一 杏, , 二

定义 歹和 , 方向的速度 一 宾互
,

一 李
,

称为逆变速度 与 二 , , 向的速度 。 , , 的
‘了

、、少,、、产一,了‘、、

关系为

育
,

夸
二

十 左, , , 刀, 刀二“ 刀, 沙

流通量 云 关于 行的 矩阵为

一 云 李
,

万一 。户 。乳

亏 差 分 格 式

时间逼近采用二阶精宜差分格式

护十 ,

护 △ 氏护 罕 毋砂
乙

△尸

将方程 代人 并令 污 李 护 一 护
,

则差分方程 变为如下隐式差分方程
, ,

△ 。 二 △ 。 书 、
, ,

、, 一 二一 口沪 十 一丁
一 , 。 二 长且。

、 名 乙
一

其中 一 一 △ 。声一 △ 沪
右端项采用二阶精度中心差分格式

一 兰纽一

△奢
礴 一 鱼二 。沪

△刀

则差分方程 在时间和空间都具有二阶情度

差分方程 左端隐式部分用 矩阵正负特征值分裂法构造差分格式
,

但又
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‘

不同于通常的特征值分裂 我们要求其分裂在不改变差分情度的前提下使格式 具有稳定

性好
、

计算时间短的优点 为此
,

对 矩阵 万潇 做如下分裂

诬 万十 诬
一 ,

万 石十 十 若一

要求矩阵 万十 ,

万十 的特征值不小于零
,

万一 ,

万一 的特征值不大于零 这样
,

在构造差分格

式时
,

正特征值矩阵用向后差分
,

负特征值矩阵用向前差分
,

差分方程可写为
。 甲。万 △。万一 甲 , 万 △,

万
一 。,

奋一
,

其中 。一

粤
,

, 一

粤
, 二。, 二

”

和 △。 , △
,

分别为向后和向前差分 下面对矩阵 万
,

万
△占

一

△刀
一

”
’‘

”
’ ‘

一
’

一
一 ’

一
做一些特殊分裂 通过对格式稳定性的分析

,

找出比较理想的矩阵分裂形式和求解方法

亏 特殊矩阵分裂格式

矩阵 万
,

万 的四个特征值分别为
, ,

十 ‘ ,

一 。

其中 。 一 。

论三 夸孚
, 。 , 一 。

了 己 , 二
,

首先进行如下矩阵分裂
,

其中 戏矛
,

分‘ ,

石十 为数量矩阵

, , 。 ,

一
, ,

为音速

戏矛 分别为矩阵 万十 ,

万十 的四个特征值
,

之 万 一 】 。。,

、 万 一 犷 。 ,

十 一 万十 ,

万一 万一 万十 ,

万 一 、 万十 ,

万一 万一 万十

将分裂 代人差分方程
,

用近似因式分解方法进行求解

「 。甲。万十 , , 万十 。,

子 一
,

△户
一 十 △,

万
一 汽子一 。二

衡
‘

将 展开得

班
‘ 十 子

‘

亘
十 ’凡‘“, 一 ‘

秒
·

‘”
一

呼
‘“·

‘
·

,一
一 一 一 占,

奋‘ 占,

奋大, 一 一占,

奋
,

, 一 又 一 占 奋 、,

, ,

从 可以看到
, 占薄大, 只与 占污六 , 和 占污共一 有关 占 ‘ , 只与 占 ‘

,

和

有关
,

用正负扫描的办法就可求出全流场的 占薄 和 乓奋
,

其中
,

护分别为沿 夸
, , 方向

计算网格点的序号

值得注意的是
,

因为 万
,

万十 为数量矩阵
,

中的第一个差分方程只需做标量运算

即可求出
,

无疑节省了计算时间 第二个差分方程每步进行四阶矩阵求逆 另外
,

因 万十 ,

万十 和 万
一 ,

万一很容易求出
,

使正负特征值分裂矩阵的计算量大大减少
,

从而在很大程度 七

克服了矢通量分裂格式 矩阵计算量增加的缺点

在计算稳定性方面
,

由于以上矩阵分裂加强了方程 左端矩阵主对角优势
,

应该使

稳定性加强 我们用 网格 图 对 翼型跨音速绕流做计算
,

发现以上分裂

格式 的稳定性并不理想
,

原因如下

扫描方向对计算稳定性的影响
。
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对差分方程 进行近似因式分解时
,

有四种分解形式
,

只是其中的一种
,

其它

三种如下

十 必瘫
一

协
。

万
一 。,

尹 一

一 ‘万
十 人 、

万
十 、

一 苏

︸、
丫

十 。万
十 △,

万
一 。二

矛“ 一

。

李

必瘫
一

十 甲 ,

万十 凡奋一 。 牙气
。△夸万

一 。

万
十 。,

李
书 一

,

, 十 ‘万
十 十 方△、

万
一 乓奋一 汽矛气

一 一 门门团团引引荆林栩暇社之川 了 ,, , 一广刊刊
栩栩杯用在比幽全什开开十啥啥时时 门门卜州州

肚肚叶川旧旧田出士片争争全全寸琦琦一份份一自自一月月

羊羊羊材材瑞瑞目目目目

瑟瑟彭彭溯溯硕硕

篡篡戴】】事事事昌昌昌
二二二二二二习习习

,,,呀呀 恤谧减碱 , 旦弓巴巴日日目卜闷闷‘闷闷卜一一七 吮习习

日日 记记 亏一 龟色琶嗯日日目司司目目 一一
、扭扭派 生 只只目目口日日曰曰口口【二习习

一

每一种近似因式分解形式都有相应的扫描 方 向
, 图 部分计算网格

原则上均可用来求解差分方程
,

只是为节省计算时间
,

在选择 万
,

万 的分裂时使某

一方向的扫描求解只做标量运算 以差分方程 为例
,

在分裂 的意义下可选择
‘ 诬 一 十

, 、 石
一 一 一 一 。 ,

万 一 、 万
,

万一
、 万

一 ,

那么 中的第一个差分方程用标量运算即可求解

月

尸

‘ 泉 二 浑

心二

图
。

计算区域边界

现在用图 说明不同扫描方 向对计

算稳定性的影响 对于近似因式 分 解

和
,

求解 占 时
,

从 变到

一
,

即扫描方 向 从 一 到 夕一

, 一 很显然
,

求 占污大 时要用到

占 衬
, 的值 在提边界条件时

,

总是针对
占 而言 以显式边界条件为例

,

有

占,

奋、 一 沙,

奋
‘,

, 、 一

但在内边界推导不出 人社 的条件
,

比如在 中
。 社

, 一 十 △ 一 △。
万

一 。,

虱
,

一 从矛 。,

牙,

因 风虱 神
,

所以 占污六 粉 数值试验表明
,

当强迫 占污大 一 时会在计算过程中出

现数值振荡 对于近似因式分解 和
,

求解时用不到 占,

社 的边界条件
,

只用到外

边界 。,

社
, 、 的边界条件 以 为例

, 。了

牙为二 一 十 △瘫
一 十

。

万
十 。薄‘

,

, 二 因

占,

牙‘ 二 ,

有
”,

矛产、 一 一 万 。牙 、一 。

当外边界离物体很远时
,

在外边界附近的扰动很小
,

可 以近似认为 。方
一 一

,

因此

乓公 而求解 占 时用到 占污、, , 一 的边界条件
,

这样就避免了求解 和

时所遇到的边界条件不匹配的问题 对于沿 方向的扫描
,

由于 互一 和 夸

‘一 边界都在远下游
,

扰动很小
,

类似于对 飞 式的分析
,

可 以认为

占 牙态一 占 牙入
,

, 一

沿两个方向的扫描 , 一 和 一 一 一 求解
,

基本上是一样的

根据以上分析可以看出
,

用近似因式分解求解差分方程 时
,

应避免在扰动较大的

边界
,

比如物面边界使用中间变量 占浦令 的边界条件 因此
,

和 两种近似因式分

解比 和 更合理 在后面的分析和计算中
,

大都采用近似因式分解 求解差分

方程
,

其差分格式为
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内﹄

一

一 肠
一 。,

矛大, 一 十 万 。子
‘ ,

, 一 介 万一 。互
,

, ,

一

十 云十 。,

牙‘ , 一
,

衡六, 一 。 牙
一 ,

奋 、 , 万十‘ ,

萝‘,

,一

不 同矩阵分裂对计算稳定性的影响

令 乙一 诬十 一 万
一 ,

乃一 万 一 若一 ,

则有 矛 一 上 万 十 乙
,

万一 上 万 一 艺

石
十 一 生 ‘万十 乃 万一 与万一 亡

’ 一

将这些关系式代人差分方程 左端的第二项和第三项
,

得如下关系

二声
十 △户

一 、子一 兽 葫 万 一 , 必。 孙
,

。 二
,

。· △
。

。
一 。牙一 令

。。
。。 一 沪, 的

气

”
‘

右端第一项为中心差分
‘ 子一 分。,

子 、十 ,

, 一 月。,

牙‘一 , ,

。。

石。子一 石。,

痊 ‘ , ,

一 若。,

牙 ,
,

,一

第二项为二阶导数中心差分

摊艺。二

子一 子。子 一 乙
,

子 、 , 子
,

孑
、一 , ,

, ,

以乃。,

牙一 力。二

子 ,
,

,十 一 乃 子
、 , 。,

牙
、,

,一

可见本文差分格式比中心差分格式多出如下二阶导数项

一 竺
一

竺 。子艺。,

歹十 勿 。悉力。,

牙

如果矩阵 彩
,

亡 的特征值大于零
,

正好起到数值耗散作用
,

使计算稳定 反之会使计

算不稳定 这样
,

只要知道矩阵 乙
,

特征值的变化情况
,

就能够清楚地判断给出的特殊

矩阵分裂在稳定性方面起的作用

现在考察矩阵分裂 代表的各矩阵特征值的变化情况

万 牙十 万一
云

一 一 一 。

一 一 一

老 一 一 。

一 。 一 一 一 一 ‘ 。

万 百十 万
一

, , 一 一 , 一 ,

, 一 一 , 一 十 ,

, , 一 一 ,

一 , 十 , 一 一 , 一 ,

可以看到
,

艺
,

乃 的特征值常大于零
,

但问题是当 或 变化时
,

特别是 或 改变符号

时
,

艺
,

力的特征值变化较大 当 或 时
,

引人较大的耗散量
,

而 或
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。时引人较小的耗散量
,

其原因是 乙
,

力 的特征值直接决定了引人的数值耗散量 数值

试验表明
,

上述不一致的数值耗散量降低了计算稳定性
。

下面讨论如下矩阵分裂
‘

寥
‘

卜 口 · ,

梦
一 一了一 “

丫

丁一 又
任

十

, 己一 萝一 犷
,

‘ 一 又〔 一 , 十 一 一 ,

即 戏万十 为矩阵 的特征值中最大者
,

戏万
一

为矩阵 万 的特征值中最小者 各矩

阵特征值变为

万
‘

万 诬
一

乙

一 。

专 ‘

一 。

十 十 十 。

一 云 一 , 。

万 万 万
一

云

, 一 , , 一
, 一

, , 一

十 , , 一 , , 一

一
,

一 , , 一

当 十 。七 和
,

一 犷 时
,

分裂 产生正耗散
,

反之会有负耗散产生 解决这一
缺点的办法如下 当 十 。 时

,

令 《才 一 叭 当 , 一 时
,

令《 万一 一

但是
,

乙
,

乃 的特征值仍随 和 变化
,

没有从本质上消除分裂 的不足 为解决

这一困难
,

我们提出如下矩阵分裂

“
·

, 一 号
·。,

,
一 一

誓
一 夕·, ,

‘ 一 、 万十 ,

万
、

一 一 十 ,

一
、 万一 ,

石
十 一 石一吞一

此时各矩阵的特征值为

‘、‘、
,‘,︸

万 一 “凡

了一 “ “

十一一

。

一 ‘
一 百

号一 。 一 , 。。

号
一 · , 。

。 一

‘﹄月,‘、“““

十︷

。



期 郭文海等 一个求解 。 方程的特殊矩阵分裂格式

气气

厅厅
,乙,‘

答
“二

爹
十 “二

万

二尸 一 卢
。

艺

口
口

﹃一
一

十 气

一 ,

号
十 “ ‘’“

·

号十 “一 ‘’“
·

号
一 月二

号
一 口二

夕十 。

口一 ,

对
,

声 取值的要求是使其满足 戏万
,

戏补
,

《万一 成 。,

戏盆 镇 。 的

条件 当
,

夕 , 时
,

这一条件是绝对满足的
,

但为了不引人太大的数值耗散
, 。 ,

夕的

值要适当大 在计算一个流场前
,

容易估计 。 ,

夕 的值 事实上
,

对 云 和 的特征值而

言
,

只要
,

尽 , 就能保证矩阵 云 和 云 的正特征值性质 从这一意义上讲
,

和 夕

是格式的稳定性参数
,

只要
,

夕值适当大
,

就能保证计算所需的稳定性

分裂 使 若
,

乃 的特征值不随
,

变化
,

使引人的数值耗散量在整个流场中变

化比较均匀
,

从而消除了分裂 和 的不足
,

因此是比较理想的分裂形式

作为比较
,

我们给出另一种分裂
‘

子一 十 ·。’
,

登
一
’一皿 一少

,

己二一 又
匕

十

, 彗一 梦一少
,

‘ 一 又又万
, 宁 一

一 ,

也就是 云
,

力 的特征值除了随
,

夕 变化外
,

还要随
,

变低

务 边界条件和人工粘性

本文用 网格以 翼型绕流验证计算格式
,

计算边 界如图 所示 在物

面 〔 上
,

由关系式 得

“

、一 厂
‘ 一 易产

了、
、,刀, 一杏

一刀二

夸
二

一刀,

物面上的压力由物面上的动量方程决定
,

即 ,
·

杏 方向动量方程 , , ·

, 方向动量方程

利用 的条件经简化得
户 口, , , “ 。

, , 二 , , , , 一
二“ 。一 , , 。。

一 。二

夸
二 , 。, 。 , 己 , 圣 , , 一 丫蔽不又 尸二

对于定常问题有 夸 ,

一 。,

左端第一个括 号内的导数均为零 物面 上密度用插

值求得
‘ , 一 ‘, , 一 ‘,

远场 采用来流条件 下游 和 。 , 。 , 。 , 由内点外插求出
, ,

。 由 式得到 交界面 和 上 和 是网格划分形成的计算边 界
,

其
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上的流场参数由上下两层的值取平均得到

在所有边界上均采用显式边界条件

人牙一

在差分方程 中
,

右端项采用中
』合差分 , 为抑制高频振荡

,

在右端加人四阶人工粘

性

一 。

包
一

厂
, ￡△。 ‘ ,

。

△
。 ,

奋
。 ,

其中 。

为了稳定地捕捉激波
,

计算中加人平滑 〔们

”

广
‘ 一

” ”· ,

‘
”

“ 一 ‘”十‘ ‘ “ ,
’‘ ’ ,

孑
” ‘

一 万
”“ 十 ’ 占吞子

” ’ ,

‘ ” ,

一 孑
, ,

其中

尸 、 一
一

‘ ,

、 一 十
卜 , 一 护

,

声

一
‘

,

护 户一

几 一 不石不丽不下可万
’ “ , ,

。。

以上平滑在光滑区是四阶精度
,

对流场影响很小 在激波区由于压力变化较大
,

能够抑制

激波前后的数值振荡

计算结果讨论

算例为 翼型 一 “ 和
, 。 “

时的亚
、

跨音速绕流
,

计算

网格为
,

△
。 ,

外边界取 倍弦长 图 是 一
, 。

时

、。 二 了坦竺二卫且、 , 六 , 、二 田 、山 二 , 、 ‘ , , 、。了 , 、二 二踌 。 ,
计算过程中

一一 的变化情况
,

这里给出了
,

和 三种分裂的结

果
,

差分格式都是 至于分裂
,

由于计算过程中 变化很大
,

这里没有给出结果

可以看到
,

不同矩阵分裂形式其收敛过程变化很大
,

分裂 最理想 在分裂 中
,

由于
,

口 也作用于 和 上
,

其结果没有分裂 好
,

其中 一 夕
, △ 一 给出的

结果都是用分裂 计算得到的

图 是 。 , 。 一 “

时亚音速绕流计算结果 图 是 一
, 。

的跨音速绕流计算结果
,

流场中出现了激波
,

其压力分布和用中心差分格式 〔 计算的结果

吻合 由于本文差分格式的数值耗散作用
,

在音速线处不产生任何数值振荡 从等密度

线 看
,

结果也是令人满意的



期 郭文海等 一个求解 方程的特殊矩阵分裂格式

誉

场
电⋯

︸暇
﹄一

‘工

姆

分裂 一

勺

︸一
渭

烤

︺

︶

勺
王
圣

农

分裂

图 流场中最大密度变化

“ 一 。

分裂
, 一 钊 、 一 一 一 一 ‘

、‘一一言一一‘ 仕个同 犯件分装 卜则变化 , , 为 迭代步纹 , ” ,

、 尸 口

压力分布 等密度线

图 二 。
· , 二 二 “

的计算结果



计 算 数 学 年

的

乡

砂

压力分布

图 ,
·

”
, 二 护 的计算结果

等密度线

综上所述
,

通过对矩阵分裂格式稳定性分析和扫描方向对稳定性影响的分析
,

本文给

出了稳定性好
、

计算时间短的特殊矩阵分裂格式
,

可用于亚
、

跨
、

超音速流场的计算 文中

所述
,

也 可用于粘性绕流的 毕 方程计算
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