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摘 要

本文将无限大激波阵面的激波不稳定性理论 〔主〕推广到矩形截面管道内的激波不稳定性问题 首

先
,

给出这个向题的数学提法
,

包括扰动方程与三类边界条件 其次
,

给出扰动方程的普遍解 上

游和下游的普遍解分别含有 个待定常数 再次
,

在一类边界条件和一个假定下
,

证明了激 波 前

扰动为
,

激波后两个声扰动之一为 边界条件是
一

, 士、 处扰动物理量为 假定只讨论激波

不稳定性问题
,

从而可先设。二 汗
,

是不稳定性增长率
,

为正实数 另一类边界条件是管壁上法

向速度扰动为
,

它使波数只能取一组离散值 最后
,

用扰动激波上白拈个守恒方程这一 边 界条件

来决定激波后 个待定常数和扰动激波振幅这个未知量时
,

导出了色散关系 结果 表 明
,

正实数

确是存在 不稳定激波有两种模式
,

一种模式为

一 平
·

砰

它代表激波的绝对不稳定性
,

是新得到的模式 另一种模式与过去工作中给出的 「却 〕大体相同 本

文则进一步给出了这种模式的激波不稳定性增长率
,

并 指出户 口厂 尸 十 为最不稳 定点

即无量纲化的不稳定性增长率厂

如果不假定。是纯虚数
,

而是复数
,

其虚部为正实数 。 》 本文也严格证 明了其不稳定

性判据仍有两种模式
,

。仍为纯虚数
。

关健词 激波 激波不稳定性 管道中激波 激波稳定性

一
、

引 言

激波稳定性研究的一个方向是从
一

垅 〔端一

开始的 对一维小扰动 波
,

他

们得到的稳定性判据是

飞
一

,

这个研究方向后来被称作激波进化性 昭 年
,

文献 〔门中证明了 对二维小扰动 波
,

无 论

是无限大激波阵面还是管道内的激波阵面
,

其进化性条件仅满足上面不等 式 , ,

是不够的 实际上
,

进化性条件还 与小扰动波的频率有关 一般说来
,

激波对二维小扰动波

是非进化的

激波稳定性研究的另一个方向是采用简正模法进行分析 这是从几、二‘ 。 ’开始的 随

后
,

和 等继 续进行了类似工作
“ ’ 他们假定了介质的 七曲线是任意

的
,

得到了激波不稳定性判据是

件

钱伟长推荐
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沪厂 二 一 或
“ 口厂 口 ,

年
,

和 指出花 ’,

满足这个条件
,

一个激波会自发分裂为两 个激波和

一个接触间断面 年
,

用这个判据来讨论 点爆炸波的稳定性问题 仁 ’

年
,

文献 〔〕给 出了满足这个不稳定性判据的激波不稳定性增长率

大家知道
,

平面问题激波后的扰动
,

一般应由 、个独立的小扰动组成
,

它们是嫡扰动
、

涡旋扰动和两个声扰动 四个扰动具有相同的。和寿,

而 一般是不相同的 但无论是 月、 如

的论文
,

还是 一 。 的论文
,

都有一个不当之处
,

即他们实际 上丢 掉了一个声扰

动
,

保留了另一个
,

衍未加任何证明或说明 文献 」在补充这个证 明 的 同 时
,

得到了两

种激波不稳定性模式 一种新模式
,

代表激波的绝对不稳定性 另一 种模式
,

与 过 去 的 结

果 乙 , “ ’相间 本文讨论矩形截面管道 内的激波不稳定性问题 激波是在三维空 间中的 激波后

的扰动一般由 个小扰动组成 一个炳扰动
,

两个汹旋扰动和两个声扰动 我们认为
,

一般说

来激波前也可能有扰动
,

也有如上的 个小扰动 但对讨论不稳定性问题而言
,

正是无限远

处扰动物理量为 。的条件
,

限制了激波前不应有扰动
,

并应丢掉激波后的一个声扰动 对剩

下的 个小扰动
,

以及未知的扰动激波振幅
,

用扰动激波上的
。

个守恒方程来水解
,

就得到了

色散关系 结果表明
,

和文献 〔
一

的结果相似
,

我们仍有两种激波不稳定性模式 而且扰动

振幅随时间作指数增长
,

即 。为纯虚数
,

且虚部为正实数 八、。二助 给 出的不稳定性判据现

一
, 。

口犷 、 一 ‘ 卜 二 口厂 、
司

一
工

在修改为 互 】 一 或 后是 十
仙

’, 队
“ 才 、口尸 、

一 衬 、 、 , 一 ”
一 ‘ ’

一

二
、

小扰动方程及其普遍解

直角坐标系 夕 固定在激波上
,

坐标原点在管轴
,

轴与管轴重合 未扰激波位于 二 。

气流从 速度 。
、

区域经激波流到 、 速度班 区域 我们采用的符号类似
“的文 」 假定

。 一 砰
。 。

一

, 二 一附

并且气体的状态方程是任意的

激波后的扰动方程为

肾
一

砰
一

会
犷

一

父
一“

刃厂智
,

之口一口口曾 、

丙

十

了 肾 会 肾
一 。

一“ 或 象
’

十 班 吴
,

笋心
一 。

恤叙亚叙介叙

食 牙

肾
十 班

镖
十 附

雳 甲

如果用 才
。 ,

犷 , 。

代替
,

扰动方程的普遍解是
’

忍 二 壳,
·

夕

厂 , ,

就得到激波前的小扰动方程

。、“二 〔一‘。 〕〔
“, 。“ 」

·

“
·

〔“ ,
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, 性犷 工、

一 研了
‘ 〕

· 犷 “ 少

臼 一 牙
“

“ 戈 」

。 , 一‘ , ‘ , 。
·

“一 , 一‘一‘〕一 ‘ 〔“

通月口百」
,月

戈万
犷

。一 研了
盯沙

’
刘 叮

。 一砰 佗 仁艺

。一‘ 。“,
·

。 , “一 〔一‘〔·‘

小
百‘ 。“ 二

,

十 厂 万
一

行八
口 —犷犷 ‘

仁
’ 火

· 厂
一

二

。一班了邝
。〔‘,一 」」

。一 , ,
·

· 一‘。‘ “ 〔“ ,二 」

二 、

厂
一 厂 ‘

七
‘

尹一 。人、夕

仁 ‘ 、火 」一
犷

行反了乏
。 ,

、

汽,

仁一‘。广」仁户
’

〔‘“ 戈 】 ‘
‘

」〕

其 中

。,

川《 。 ,

川《
, 一 兀

左 一 。二

一

, , ,

⋯

二 ,
, ,

二
而

二 。 附
, 寿 重

一 不。 斌 场
“

千亡万‘牙泛二醉牙
艺一 不犷

一 班。一 斌 亡乏面耳亡“护邵‘沙犷
“ 一 环

妙

又“

请注意这个解已满足固壁上的边界条件
忍 , , 一 。 , 忍二 一 士 。一

, ,

百
, ,

为 个任意常数
,

依次代表一个嫡扰动
,

两个涡旋扰动和两个声 扰动

类似地
,

我们可以给出激波前小扰动方程的普遍解
“二

一 ”“, 。
·

““·‘ 〔一‘。‘〕〔
。“, 〔“ 。、〕

。“·

“ 。二 〕

万
, 。

、

绒成
· 一 “、· 。 〔。

狱
、 、‘ , · 〕」

“ , 一‘“‘ “ , 。
·

“‘一 〔一‘。‘〕【
一 。‘ 〔“

。

“

尸 。
、二扩二

工

一 〔“
‘ · 〕

。
一

、攀
‘ 。 〔““ · 〕」

“一‘ ““, 。
·

“‘ “·‘ 「一‘。‘〕〔
一 。

‘ 「“
。二 〕

。
一

、

概一
〔““

‘ ·〕
。

、

拚一
仁“ 么 ·

」
”一 ““, 。

·

““
·‘ 〔一 ‘。‘」 〔、‘

一 。

答一 〔““ · 〕一
。

二一 〔“ · 〕」
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尹 , ,
·

之 一 。才〕
。

「玄

乐 山

’ 」 公 “ 」〕

,
夕 《

,

《

壳, 兀

优二

一
, , ,

。一 , , ,

⋯

, 。 。 班
。 , 一另 斌

“ ’

。。 斌亡言砂千亡秘 研言‘心尸

砰吞一 言

。。一 双 言苗‘

释
,

班云二 释
才吞一 丢

这个解也 已满足固壁上的边界条件
忍 , , 一 土 。 , 二 二 一 。

。 , 。 , 。 , 。 , 。

为叮个待定常数
,

依次代表一个嫡扰动
,

两个祸旋扰动和两个声扰动

除固壁上的边界条件外
,

还有其他两类边界条件 一类 是扰动激波上的守恒关系
,

这将

在下一节讨论 另一类边界条件是扰动量在正负无限远处应为
,

即

。 士
, 云二 , 云 , , 俪 , 刃 , 尹”

它要求
,

当 为
, ‘’ , ‘ ,

。 ,

当
。

为 , 。 ,

吕” , ‘

假定气体介质是无耗散的
,

而且我们只讨论不稳定激波的情况
,

因此可 以先假定

。一‘协 下为正实数

这时
,

将。代入
, 。 ,

很容易看到
戈 时

, , ” , ‘ ’

时
, 。 ,

乙” , ‘

台
“ ,

因此
,

我们保留激波后的
, , , ,

而令

二 。 。 。二 。 。一

如果。不是纯虚数
,

而是复数
,

其虚部为正实数
,

这种情况将在第五节中讨论 我们将

证明
,

这时并不存在新的不稳定区

三
、

扰动激波 仁的守
’

亘方程和色散关系

首先给出扰动激波上应满足的守恒方程
,

结合上节给出的解
,

导出色散方程

设扰动激波的形状为
夕 , , 才 。 · , 刀

· ·

一

法向单位矢量 ” , 一为 口夕 , 一为 口

切 向单位矢量 , 一口 口, , 一 ,

一匆 口 , , 一 扮
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在扰动激波上
,

激波最后切向速度相等
,

即

在
,

不 忍 , , , 忍
· 。 。 , , ,

、 反 , 云 , 忍
·

班
。 , , 二

类似地
,

法向速度满足

在
才 。, , 。 , , 。二 九 一 班

。 , , 一 〔厂 。
一厂 一 司 一 尸 。

川 〕去

激波 关系及质量守恒分别给 出

在 一

尹二 口尸 口犷
·

云

一研
。 一 丢尸 一 尸。 ·

犷 。一 , 一 厂
一 ’

其 中扰动激波速度 为

口 口 一 。 , ,
·

寿 仁一 」

对于不全为 的激波后凌个小扰动
, , ,

以及
。 ,

扰动激波上 个守恒方程给 出下

列色散关系

其 中

。 “

向
一

俞 今一不‘
小 , 器

二

」

, 一 。。

、
。 一 一 。 , 一

华
二 重

是。的巳知函数 将
、

的表达式代入后
,

得到 。满足的一个代数方程 方程的根 。 决定稳

定与不稳定

令 日 一 。

色散关系为
, , 、

乙 一

不丁 一 姓 ‘ ‘ ‘ ‘

似
‘

一 分 砂 。一 砂二 〔 , 器
。

四
、

两种不稳定性模式

从上述色散关系
,

可以看出有一个解为
口 ‘

它使 口 “ 二 ,

这个解也可写为

厂 一 二

或
, 一

·

不

下面
,

我们用统一方法来求色散方程的解

令
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厂 二 , 左二 一 ’产 口

于是

叼 一
一 ‘斌 下顶万殆

色散关系化为
一 ” 口

一

于
一

夕 人 二

式 中

一
·

〔 “ 口 分尸 〕

夕二 ‘一 对
“

研 研
。

人一 妒 十

黝卜“ 〕呀
·

,
艺

篡
。

〕裁卜
么

第一种不稳定性模式为

夕二 , 。 夕二 一 ‘ “

或 口二‘万
,

厂二万
, , 二 一 一牙寿 附

这就是上面 已经指出的
,

是过去文献
一 ,

中没有的不稳定性模式

下面讨论第二种不稳定性模式 可以直接
一

证明
,

如果

口 口 二 一

或者 产 口 口尸
一

则下列不等式成立

一 选

它表明二次方程的两个根 口, 均为实数

且

它表明两实根 的绝对值均大于
,

且一个为正
,

一个为负

大于 的正实根给出正的 从口 的表达式看出
,

这时对应于不稳定性
,

而

卜 士材 扩一 」

当 尹润犷 日尸 一

这时
, ,

故正实根为
。 〔一 一 斌 二亏 」

其不稳定性增长率为

一 斌 一 “ ·

了
二

, 一 二 一一厂二

—
一 竺

一 万

洛
一 九一 “

研 么一

当 口犷 口 ,

这时
,

故正实根为
二 卜夕 斌百二 」

其不稳定性增长率为

尸 二二

丫
乙一

斌 一
·

一 一 澎 么一

不难看出
,

本节中的 , 或厂果然均为正实数
,

这是和第二节中的假定相一致的
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五
、

。 己复数的情形

在这一节
,

我们取 。为复数
,

但仍限千讨论激波不稳定性问题一首先证明
,

色散关系仍

和前面一 样 其次证明
,

发生不稳定性的参数范围也和过去一样

我们强调讨论的是激波不稳定性
,

是因为在对。的虚部假定为正实数以 后
,

加上 无 限远

处的边界条件
,

就可 以证明激波前应无扰动
,

激波后应有一个声扰动为 。 但如果讨 论 的是

激波稳定性
,

情况便大不相同
。

对于激波后的气流
,

若令
一 夕

,
夕‘

则
二 , 玄 ‘二 口

, ‘

口一
, ￡二

,

口‘一

卜
,

夕‘

· ‘ 玄澎
一 “

季 了
,

书
、

·

、 、

二、
·

。‘“
,

,‘ 。。。‘ 、· 。
,

一一

、、尹矛人伪“了、、

下

卜
左

斌 】一 “

八拼 年于 矛
’ 夕

,

激波不稳定性的充要条件是夕 , 。,

从而 , 幻
。

为使激波前扰动为
,

激波后两个声

扰动保留一个
,

抛弃另一个
,

从上面 ’、厂寿
, ‘“ ’ 的表达式看 出

,

方括号内的项 。叨‘

士 氏 〕恒一个为正
,

一个为负 保留声扰动
,

而抛去声扰动尸 的条件是
,

由
, ,

有一 二 。 二 。

事实 假定
, ,

一 二 口‘ 二 是不失普遍性的 否则
,

如果
, , 二 ’ ‘

‘

流
,

则保留声扰动
,

略去声 扰动
,

得到的色散关系是
艺 一 夕 二

它的解。仍和过去一样
,

即

一 ,

, ‘二 一 , 一 一 口
, , ,

为了证明在作不稳定性讨论时
,

激波前的扰动确应为
,

令

二 可对毛, 工
切

口一一‘欠
。几

其中切为复数
,

甲“ 中 , 甲‘

沪 刀
, ‘刃‘二 甲 , ·

。中‘ 切 , ·

甲‘

。 甲二 习
,

习 , 甲 , 甲‘ 切 , 甲

‘ ‘
一

誉
’ ·

‘

髻
一

一 。矿
。

·

、、 、 一
, ‘

·

〔士 ‘ , ‘一 。· ·

了

不稳定性的必要充分条件是

口。
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口。 双 急一

口母 口
刃‘ ‘口

, ,

口
, 二 , 切落

得知
,

在不稳定性研究中我们总有

己
,

从而

切 , 切。 及 切‘ ,

成立
,

此外
,

还有

‘

髻
’ ,

‘

管
」

。

汁
一

益
。

落舜矛
切

一、 。

丁

成立 这就是说
,

对于不稳定性的研究以及要求的无限远处的边界条件
,

结果激波前果然是

没有扰动的

因此
,

在。是复数的情形
,

对于研究不稳定性而言
,

只要有

一 二 ‘ 二

则仍有
二 。一 。二 。一 。二

仿照第二
、

三节的做法
,

可 以得到同样的色散关系

一

, ,

的表达式同前 根的表达式为
一

, ‘ , ‘ , 落

不难 证明
,

在
,

的条件卞
, , , ,

同号
,

而且二者有一为 时
,

另一个也为 。

下面给 出一个判别法 当
‘ 口厂 尸 在 一 ,

中取任一实数值时
,

从二次方程的

根判别激波的稳定和不稳定状况

激波稳定性判别法

均 若两根之一满足
,

及 ‘ ,

或者
,

及 ‘子 。,

则为不稳定性 ,

若不属于上述情 况
,

当两根之一满足
, 育及 ‘ 。,

或者
, 。及 ‘特 时

,

则

、 ’ 为边缘稳定 ,

厂 二为最不稳定 ,

若不属于上述两种情形 , 则为稳定

第一种不稳定性模式仍和过去一样

夕二 ‘二 ,

对于 的二次方程
,

我们将 沪 刁尸

八一 , 器
。 一

一
‘

八一 ,

黝
二 一

一
‘

的数轴分为一些区间 由扩 一 二 。给 出

一 砰 研
。

, 扩 石二而可币乙 研 研
。

一 不 研
。

一 斌 二 竹 一 班 牙
。

我们有
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一 ,

当 △ 厂 。尸 〔 ,

认 时 , 因 。,

故护 一 , 二次方程的解是一对共辘复

根 ,

且
, , , ‘铸 由上述判据

,

不存在不稳定的状况 当八在 区间 , ,

。 以外

时 ,

二次方程有两个实根 ‘ , 由不稳定性的条件 求出 △ 一 或 △ 从

而当一 △或 及 《 飞 时 , 由上述判据 , 也不存在不稳定的状况

现在讨论 二 一 附近的情况 当 八 功
一

时
, , 十

、一 ,

而
,

、 二
,

后者给

出厂。
,

相 当于边缘稳定 △ 一 时只有一个根
,

二 一 ,

现在讨论八 附近的情况 当 △一 一 ” 时
, , 十

。
十 , 一 从 前者

给 出
,

故为不稳定性增长率最大的最不稳定点
。

当 △ 十 时
, , , , ,

一 ,

前者给 出厂 。 , 故么二 为最不稳定点

以上各种情况
,

综合列于表

二二次方程第二个根根

一 卜 ‘ 卜卜

△△ 一 , 二 , 卜
, 一 一 不稳定定

边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边边缘稳定定
一一一 卜一

, , 一 , 伪
,

厂 ,
△ 。。一 卜一

,

一

△△二 一 。、 一 无无无无无无无无无无

稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳 定定卜
, 一 一一一 △ , ‘、 , 十

稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳稳 定定△ ‘ , ,

卜 卜 铃
, 干二 卜

喊 △ ‘

⋯
“ 一 。

’ ‘ 卜二
, 一 稳 定定

最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最最不稳定定

卜一
,

卜 一 工工工

△△
「

‘ 一
,

份一 , 厂 沈沈沈沈
‘‘

△△ 十 ,
, 、 卜一

, 卜一

一 不稳定定

六
、

结 论

本文讨论了矩形截面管道内的激波不稳定性问题
,

从数学上严格解决了这个问题 首

先
,

给出了扰动方程的普遍解 激波上游和下游的普遍解分别包含 个待定常数
,

代表 种小

扰动二 其次
,

给出了三类边界条件
’

第一类边界条件是在正负无限远 处 , 士
,

扰动物

理量应 当为 我们假定只讨论不稳定激波
,

先令 。一却
,

为不稳定性增长率
,

为 正 实 数
夕 由此证明了上游普遍解中的 个待定常数为

,

即上游无扰动 而在下游
,

两个声扰
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动之一应消失
,

即有一个待定常数为 第
一

二类边界条件是在管 壁上法向扰动速度为
,

它规

定了扰动波数所应取的一组离散值 第三类边界条件加在扰动激波上
,

即为 个扰动量守恒

方程 它们 用来决定激波后 个待定常数和未知的扰动激波振幅
。

由此 导出了色散关系 在

色散方程中
,

正实数的 , 是存在的
,

对应的有不稳定性判据
。

对于。是复数
,

其虚部为正实数

的情形
,

我们用类似方法讨论
,

也得出了同样的色散方程 方程的根和不稳 定 性 判 据也一

样 它表明
, 。也是纯虚数

色散关系表明
,

矩形截面管道内的激波存在两种不稳定性模式 第 一 种模式是新得

到的
,

它与气体的热力学性质
,

如
艺 阳厂 刃 〕 刀等无关

。

不稳定性增长率 夕为
夕三一 砰、寿 砰

或 厂

它代表激波的绝对不稳定性
,

是一种短波不稳定性
,

在一定条件之下弱激波比强激波更不稳

定

第二种不稳定性模式 与八、 。 二 〕, 一
二 “ 二‘

的结果大体相同
,

不稳定性判据为

, 器
, 一 或 , 宫二

二 , ,‘

从而 与气休的热力学性质及流动密切相关
,

本文给出其不稳定性增长率的表达式
,

证明了 。

为纯虚数 由此看出
, ’

言也是一种短波不稳定性 此外本文指 出
, 。犷 己尸 一 为中性

稳定点
,

而产 尸 刀为最不稳定点

一般地
,

第二种模式对于
沉

盯
厂 刁尸、二取 任何实数值时的稳定与不稳定性膺况 见表

。

产 如果
一

尧 ,
乙

一

, ,

则本文的结映变成无限大激波阵面的结果 与过去的论文 〔
,

」

相比
,

本文严格地从数学上解决了无限大激波阵面的不稳定性问题
,

并得到两种不稳定性模

式 此外
,

还 证明了不稳定激波波振幅随时间作指数增长
,

或者说 。为纯虑数 这 些和文献

〔〕的结果相同

与文献巨 〕相比
,

木文在几何上 已从二维推广到了矩形截面管道内的三维 情 形
。

此

外
,

补充证明了假定。为复数而其虚部为正实数的结果
,

与假定。为纯虚数时的结果相同 最

后
,

对
’

孙
尸
公 取任何实数值时第二种模式的稳定与不稳定情况

,

作了一般讨论
,

见表

其 中指 出 “ 犷 尸
, ,

一厂为中性稳定点
,

而
“

闰犷 己尸 。一 育 为最不稳定点
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