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关于 冷度理论的几点注记
‘

茹重庆 段祝平

中国科学院力学研究所

关健词 冷度
,

嫡流
,

摘源
,

绝对温度
,

内变盆理论

引言

自六十年代初 一 的开创性工作 〔 以来
,

连续介质热力学蓬勃发展
,

其

中一项重要进展就是冷度
,

中译见文 〔 〕
,

郭仲衡译 概念的引人 西德学者

首先提出 ‘’ ,

人们通常广泛采用 包括 一 的工作 的经典嫡流表

达式

币二 矿 丁 一

其中了为热流向量
,

为经验温度
,

联 为绝对温度
,

可能只适用于热静力学或最简单物

质 在热动力学情形
,

对更一般的介质
,

嫡流币应设为待定本构量
,

因而应当与其他本构

函数一样由本构限制 特别是嫡不等式床导出其可能的形式
,

而没有任何特殊理由先验地

假定其具有形式 在他本人及其合作者的一系列工作 ‘’,, 劝 中
,

他们成功地论证了
,

在一些较为一般的条件下 主要限于各向同性物质
,

嫡流必具有如下形式

巾 双 , 不

其中
“ · ”

表示对时间的物质导数 将函数又, 句称为
“

冷度
” ,

而且导出了用嫡
函数 叮和 内能 。表示又

,

仍的式子 由此
,

学派得到了一系列重要而有趣的结果 例

如
,

关于热传导问题
,

可参见 , 等

本人及其学派的一个基本观点是
,

嫡不等式应对一切所谓
“

热力学过程
”

都成

立
,

而后者应满足质量
、

能量守恒式及运动方程式
,

从而受到严格的约束 他们的这一看

法与熟知的 一 理论不同
,

并被评论家们认为是与后者在方法上的主要差

别 ④ 我们认为
,

这显然是由于 最初研究的是热源 的特殊情形所致 , 幻 而

后来 ‘ 〕等人虽然将其推广到 , 非零的一般情形
,

并设嫡源 中 具有形式

中 又

这里 又为一待定本构量
,

但却仍然沿用了 的上述方法
,

并还为此提出了解除约束

方程的所谓 乘子法 〔 〕
,

现在
,

学派已发展为连续介质热力学中的一个

重要派别
,

受到许多评论家 〔, , 的重视
,

而其重要特征之一就是考虑了约束方程并为之

引人了众多的 乘子

本文于 年 月 日收到
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另外
,

如 在 ’中所指出
,

“ 理论的首要缺点是其推演太复杂
,

而且仅限

于各向同性物质
,

对于较为复杂的介质要推广类似的方法
‘

几乎是不可能的
’ ,

在这点上与

熟知的 一 理论相比大为逊色
,

这极大的削弱了该理论的价值

本文指出
,

考虑约束方程并引人 乘子对 冷度理论其实并不必要
,

采

用砚及 , 的任意性来解除约束是简化推演的重要技巧
,

借此可非常简捷地就导出 理

论的全部结果
,

使其在方法上与 一 理论统一起来
,

从而简化了 理论

形式 另外
,

针对更为一般的介质 包括各向异性情形
,

本文建议用一待定本构函数的倒

数代替绝对温度 叮 来表示出币及 诚参见下文中公式 》 借此将冷度的概念推广到较

为复杂的介质
,

以克服 理论的重大局限性

嫡不等式
和 学派 ’, ” 相同

,

最一般地可设币与 又为待定本构量
,

而嫡源 甲 为

中 之

于是摘不等式为 “

亏 工平
·

币一 》。

利用能量方程式

工平
·

了一 , 一粤
。它

消掉 , 则 式成为

币 主。宜一 以 一 主

按嫡原理
,

了淤

此即本文中嫡不等式的最一般形式

度 , 为应力
,

为应变
, 。为内能

它应对所有热力学过程成立 这里 为密

若事先就假定有布 人示 则将其代人 可得

孟
叮一 朋 一 丁

,

孑
·

了 了
·

一
个

一
鱼。 它刻

,

或可写成

“一 ” 一‘

竿
二业述 主

。,

它刻

进一步地
,

若事先即设有 孟
,

则 式成为

方一 之二

这是本文中最简单形式的嫡不等式

互二竺鱼 鱼。 它列

下面本文将采纳 认为示 , 可按需要随意设置从而不必考虑能量方程

及运动方程胜所谓热力学过程限制的观点
,

首先研究 理论框架下的热弹性材

料 〔, , ,

然后再考虑迄今尚未见研究过的内变量理论的类似问题

热弹性材粗吞为本构自变

对固体材料
,

学派研究过的典型例子是热弹性材料 注意到质量守恒式同

样不形成对热力学过程限制的这一事实 〔,
,

故本文不考虑任何约束方程的限制
,

根据嫡
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原理
,

摘不等式 应对所有可能的热力学过程皆成立

现有本构 自变量为 氏 , 及
,

这里
‘

,’表示对第宕个空间坐标的偏导
,

本构函数

为 。 ,
,

, 。及示 再设摘流币和 又为

巾
, , 仃

又
,

, ,

亦为待定本构量
,

而嫡源 中 由 式表出

由于不考虑约束方程的限制
,

故对任何固定的空间点又及时刻
,

下列诸量是相互独

立的
,

可随意无关地取值

,
,‘ 仃 ‘乒

于是
,

将所有本构函数代人 式
,

按其中的运算符号展开
,

则不等式左边将出现下列诸

项

、声、,,,‘门」司且口二了、户、币,
,

一 之了‘,

刀

二“
,

,

一
‘矿

‘,

一 ’ ,

亦即 及 的线性项
,

注意对应系数中不包含这些量
,

而且不等式左边其余项也不包

含 , 及
,

因此
,

由 式中诸值在任意固定点及固定时刻取值的独立性及任意性
,

可知为使 式成立
, ,

】 式中 江, 及 。, , 的系数必须为零
,

但注意到
,

。
,

,‘和 ,

, ‘ ,

于是有

仲 ,尸 。 , , , 之了。 了, ,
,‘

仲访。 十 必体 , 又了‘ 。 十 了,声。

此即对嫡流。的本构限制式
,

它显然等价于 中考虑约束方程时所得的基本结果 参见

中公式
·

及
· ,

中其余公式
·

一
·

由户
,

及白
,‘的系数应为零可得

显然
,

这里的推演非常简捷

正如 中指出的那样
,

对一般介质关系式
,

尚不足以导出更具体的石和又的本构

限制
,

因此与 类似考虑各向同性物质 此时可证 参见 中公式
·

的推导
,

币必然具

有如下形式

巾 二 又了

而 义满足限制条件

、住尸、,声,才八月二门吕了、了、

。 ‘
二

而嫡不等式成为
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几 二

叮一 人石 宁 一 业 主口 它刻

·

将其展开
,

因为毖
‘, ,

的系数应分别为零
,

由此可得

粤
一 完

粤。石 。五 才

之 ‘

一 叮才

望一 ,奥一 。

幼 口口

。叮 , “ 二 五 。通

河
一 ‘

不
宁 万丽 一 “

及不等式

器
一

徽“ 告瓢
·

汤 ,

此即 中全部结果
,

显然
,

由于本文方法避免了约束方程带来的麻烦
,

使推导过程更加
简捷

,

可直接得到最终结果
,

特别
,

若我们增加本构 自变量 例如
,

把高阶量吞
,

’二等

纳人自变量
,

则本文方法的优越性更加显著
这里总结一下上述结果的含义

,

式意味着币及中应由同一个本构函数 双 旬

表出
,

即

币 诬口 办孑

甲 又

这样就由嫡原理导出了币及中可能具有的形式
,

而不是象文 哪样先验地假定它们的形式

这里不拟介绍上述公式 一
,

一 的一些重要推论 详见
,

只指出
,

由

式可知

‘一

勤 器 当哭 , 时
口口

这里诸本构函数对白的依赖是重要的 非常有趣的是
,

通常的热弹性理论并不包含吞作为本

构自变量
,

此时 理论是否可以推广
,

其形式又如何
,

我们将在下节讨论此问题

热弹性材料 自非本构自变

此时设 。为本构自变量
,

嫡流币为

币价 ,

而嫡源为
中 之 口, “

代人不等式 乃
,

与
,

匀相似
,

因 。和 。的系数应为零
,

即得形式与
,

匀相同的式

子
与 供似

,

限于考虑各向同性物体
,

则由此可推出
内」户、了、

币 几了

其中双 只依赖于温度 。 再因玄。 ,

白及吞的系数应为零
,

继而得

。

之

粤翻石仃

又 。

一 叮
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、声、、产,且,飞」
矛口、了吸

,

器
一 “

器
一 ”

老
一 ‘

豢
一

及不等式

。又叮一 ,

。
》

从而很简捷地推出 中全部结果 见 中公式
·

可见
,

即使户非本构 自变量
,

理论仍可推广
、

,

只是冷度 又的的表达式成为

“一

黝 黝
若设

,
,

‘《
,

则 由 式可知

由上述可知
,

理论严格说来仅限于各向同性物体
,

为向复杂介质推广
,

本文作

者在 中相当广泛地研究了嫡流币应具有的形式
,

发现币通常应与万有比例关系
,

而这纯

量比例因子恰好就是 式中的 又 回忆经典热静力学中币及 甲 也有相似的关系式

中 二 了
,

中 二 ,

故我们建议研究具有以下关系式

必 又矶 中 又

的一类复杂介质
,

并将 理论向其推广 根据【 中结果
,

式概括了相当广泛的

一类复杂介质 下面我们就以这类介质为限来研究内变量理论框架下的冷度函数
,

内变一理论中的冷度函数
设本构自变量为 。 ,

及 。
, , ,

再加上内变量厂一 于
。 〔, 〕 ,

其演化方程为

、,了、,少月了石飞一,了飞了,
毛。 二 儿 , , 。

然后令 式成立
,

其中 又为

义 , ‘ 二

代人嫡不等式
,

将其展开得

念
一 “

念 含
·

如
十

器
一

引“ 老
号黔

“砂号清
,

衬哈黔 翁

,

韶 、六 。又 ,

人

不尸“ 十 了瓦
乙 嗽

“

清
·

“ , 。 , , ,

首先
,

由 、 ,

唯 及 尸久 , 的系数应为零
,

即知 之不依赖于
, 。

和 马
,

而只是温度

的函数
,

即

又 。 又
, 一二 , 一二厂一

。 ‘ 。’。

再由毖。 ,

吞及办, 的系数应
。 ‘

一 几 二 二
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粤
一 ,粤

一 。

廿 廿
, 护 护

灯叮

晚

滩一铆
,

一 二产一 一 人
门

一二
叫

一
。么 。么‘

及不等式

。

一

啧卜告粼
“ , ,

这样
,

我们可以把冷度概念非常简单地推广到内变量理论中去
,

而且不限于考虑各向同性

物体 当然
,

若有必要
,

也可以考虑白为本构 自变量的情形
,

这在某些情形中是饶有兴趣

的

砰 一 及 与通常内变量理论中的诸本构限制式相似 若
‘ , , 《 。

,

则有

器
、。

即又 是 的递减函数

通过这个简单的例子
,

我们看到对较为一般的复杂介质
,

只要关系式 成立
,

我们

就可以由嫡不等式非常简捷地导出对 又的本构限制
,

从而把 理论中冷度的概念加

以推广
,

并由此导出复杂介质本构关系的一些重要结论

本课题得到国家自然科学基金委 项 目的资助
,

对此
,

作者深表感谢
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