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推导悬浮体二相流基本方程的一种新方法
’

刘 大 有 王 柏 靛
中国科学院力学研究所

, 北京
,

提要 本文提出了一种从基本守恒原理出发
,

经过数学推导
,

得到悬浮体二相流基本方程

的新方法 由于这组方程形式简单
,

而且其中各量都有简明的物理意义
, 因此易于被人们理解

和接受
,

也更接近实用

关键词 悬浮体
,

二相流 基本方程
,

相间力
,

分压强

引言

和 田 等提出的二相流方程
,

是从微元体的质量
、

动量和能量平衡关系出

发
,

经严格的数学推导而得
,

因此是 目前二相流体力学中最可信赖的基本方程 他们在推

导过程中没有对二相介质的类型或具体的流型有所限制
,

因此所得之方程适用于各种类

型的二相流 但由于这类方程中关于相间作用
,

微元体面作用 如应力和热流等 和表面张

力作用的各种表达式
,

形式相当繁复
,

物理意义不直观
,

所以
,

它们不易被人理解和接受

本文作者切曾针对悬浮体流动 —二相流 中的一大类 —发展了 方程
,

经过推导
,

首次将 方程中用对无限个间断点求和来表示的相间作用项 互 和 凡
,

分别表示

为三个和四个有简明物理意义的项之和
,

从而有利于 方程向实用化 但是
,

方程的其它缺点仍未克服

另一方面
,

不少人试图从单相流体力学方程 出发
,

根据经验判断和类比
,

将其作某种

推广来得到形式上便于理解和应用的二相流方程 这类方程很多
,

相互间差异很大
,

其中

不乏谬误之处
,

造成一定的混乱

因蝎 目前的二相流研究迫切需要一种能建立既简明
、

实用
,

又不失
一

型严

格性的方程的过渡理论 本文采用一种新方法建立了具有上述特点的悬浮体二相 流 方

程
,

从而使二相流基本方程研究在实用化方面又迈出了一大步
,

同时有助于改善 目前尚存

在的二相流方程表达方面的混乱状况

悬浮体二相流方程的建立

设相间无质量交换
, “

颗粒
” 。都是球形的

、

直径为 设 。‘ 为颗粒的数密度
, ‘ 和

,

分别是分散相和流体相的体积分数
,

显然有 ‘ 一 , 护。‘

设 占 为任选的流体微元
,

它包含着足够多的颗粒 为 占 的边界面
,

固定不动

在 占 内有 , 个整颗粒
,

在边界 上有 十 个半颗粒 颗粒中内在 占 内 和

本文于 , 。年 ‘ 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
国家自然科学基金资助项目

气泡
、

液滴和固体颗粒在本文中统称为
“
颖粒 ”
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外 者
,

属于 和 力 类 设
, 、

和 分别是 , 、

和 类颗粒的体积和
,

,
、

和 , 是它们的表面 、、 ‘
和 ‘、 ‘ 分别是 乙 、

和
、

中位于 占 内

的部分
, 乙。、 。

和 孔
。、 。

是位于 占 外的部分 设 和 , 分别是边界面 与

和 类颗粒相交的部分
, 。

是 在流体中的部分 见图 是 上的面元

可以证明
,

统计上有
‘占 一 , 一 ,

占 一 , 十 、 、 , 十 、‘

一 生 。‘ , , 一 生 。‘ , 。

一 。‘

我们的新方法将以 占奋 作为体系建立守恒方程 。奋 的构成如 下

滋二
于护 ,

图

把面 连同其周围的一薄层流体划人体系
,

将
方 类边界 把面

类边界面外推到 凡。 的外面
,

记为

连同其周围的一 薄层流体从体系中划出去
,

将

到 、 的里面
,

记为 类边界 见图 对于 乔
类边界面向内缩

体系的面作用 应力和热流等 都只作用在流体相
,

来说
,

边界都在流体中通过
,

外界对

分散相的分应力和分热流为零 属于
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的颗粒都是整颗粒

以 占

内的各种相间作用
,

都可以表示为流体对每个颗粒的作用乘

内的颗粒数 , 户

与 不厘
,

由于颗粒在运动
,

边界面 也随时在变动 但是它 的 平 均 位 置 与

重合 因此
, 占 与 占 的体积在统计上相等

,

其中颗粒所占的体积分数也相等

设 万 是与 对应的
、

边界面 万 上的一个面元
,

则 △, 时间内通 过 和

分别流入 。 和 澎 的质量
、

动量或能量
,

在统计上彼此相等 因此
,

体系 。 关于质

量
、

动量或能量的时间增长率

一
。 , , , ,

一 或 己 ,

一
, · 或 ·

一。山占

和通过边界 从 占 中流失的质量
、

动量或能量速率
。

·
,户 , 。 必,

分别等于体系 乔 关于这些量的时间增长率和通过边界 夏 的关于这些量的流失率

因为假设无相变
,

所以各相的连续性方程为

口
、

万一 又住花 决夕 十
。 , , 。 , 一 友 ‘ 或

在一个有压强梯度的流场中
,

每个颗粒受到 一 , 口 的压差力 如果此压强梯度

是 由重力引起
,

则此力称浮力 一般地可称此力为广义浮力 。萨 中的 ,

口 一
。‘

命 个颗粒的总广义浮力为 一勺 弄 广义浮力是相间力的一种
,

因此流体相受

到一个反作用力 “‘

旅
设 凡 是流体作用于一个颗粒上的广义阻力

,

它包括仅依赖于速度差的 狭义 阻力
、

附加质量力等 声。杯 是作用在 , 十 户 个颗粒上的总 广义 相间阻力 反作用力

孔澎 作用在流体相

凡扮 一 , 十 口 一 一式乔

力乘以力作用点的速度是该力的作功率 相间力 包括广义浮力和相间阻力 的作用

点的平均速度是相界面的平均速度 。‘ ,

近似等于 内 因此
,

这些相间力的作功率为

除了体积 占 了

一
· , 。‘ 口‘ · , ‘ 砂‘ 和

, 口‘

设
。

是流体给予一个颗粒的传热率 乔 内 , 户 个颗粒的总 传 热 率 为

口
‘

补 氛弄 是它的反作用
,

因此有 吞
‘

赤 一 , 户 。 一 一氛赤
。

流体对单位体积颗粒所作的压缩功为 △ ‘ ‘ ,

对 占 中的所有颗粒所作 的 压 缩

功 率 为
·‘

介 卫 丹
。‘ ·

。‘

一赤 ,

势
· ‘。‘

、

口

“
‘ 以 户

在变换中已用了 相的连续性方程 流体相则输出这一功率
在边界 诬上

,

体系 乔 中的流休相受到应力 一。
·

和热流 一
·

动 的作用

其中 是面元 八 上的外法线单位矢量
,

班 一 二 ,

是压强
, 二 是粘 性 应 力 张

量
,

是单位张量 整个边界上的总作用为
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吓一 。 ·

“
一斤

刁

一
一

一占穿︺︸

关于应力 一 。 ·

所作的功
,

需小心处理 虽然边界 都在流体中通过
,

但其中属于

注 和 牙 的那部分面元 在面元 葫 中占 勺葫 附近
,

当地介质的平均速度是 口‘ ,

而

不是 叭 因此
,

应力作功率为

萝一
”

· ‘

, 十 ‘。‘ ,

一介
·

〔
· 口 。。

十 口

根据以上分析
,

不难写 出各相的动量方程和能量方程 包括了外力 气 和外力所作的

功

务
·‘ , ‘。‘

毋
·‘ ·

奇卜小 合
·

‘ ‘口‘。‘ 。了 ‘ ‘ 一 户 ‘

几热口。 。。

氏
。

一
· ‘ ,

十
·

一 器
·

一 ,

一。。·

一 。‘。‘

‘

合此

·

乙

一
“‘ ‘ ’ ”‘

。‘

歹
‘

下

口 「
二 一 ‘

土 。

、
。

氏、 。。

土
,

、
」

·

认 十
·

一
·

叽口。

十 勺内 〕一
·

瓮
丝

· ‘

⋯小一
, ‘一 歹

·

、几
、、

至此
,

我们用新的力学模型推导出了悬浮体二相流基本方程组 和 一 在

这些方程中
,

不含分散相应力和热流等那些不易使人理解的量
,

在相间作用力中也不出现

像 。户 那样的难以给出简明物理解释的表达式

悬浮体二相流基本方程新形式可靠性的论证

山 和 闭 等建立的方程可认为是 目前最可信赖的二相流基本方程 在论文

中我们将 方程应用于悬浮体流动
,

得到了形式与上节建立的方程相近并可直接

比较的方程
,

它具有基本上与 方程一样的可信度 为便于比较
,

将它给出 如 下

〔灸 ‘ 或 的
、

育一 戈 天 走夕 个
’

多

口 ,

晶
· “ , 。 , ,

’

, 。,“ ,“ 、 一 , 。 , 一
·

, 天 八

晶一 一 十合
·

,
· · ,

一小 弓
· ,

一 , ,
· 口掩

一
·

〔叹
·

叭 一 动 〕十 一 ,

豁
十 。

·

内 叫
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此处忽略了表面张力和相变的效应
,

还引人了某些通常都是很满意的近似关系
,

像式 一 一样
,

式 和 中的各种相间作用都在花括号内 通过比较

可见
,

同谓相间力 相间能量交换也一样
,

在式 一 中的与在式 中的
,

不论

在形式上或者内容上都不同 同时还发现
,

若

乙
·

、 沪
,

一
·

动 十 。 巧 歹
‘

式
·

、约 一 声
‘ , ‘ ·

伽才动 一 。 一 口

则式 一 与式 一 在数学上完全等价 但是同一数学式
,

在这两种模型

中有完全不同的物理意义 例如
,

式 中的
·

叹 反 刃 是作用在 相上的分

应力
,

而 在式 中它属于相间力 下面我们将从物理上解释这些问题

方程 一 是以 占 作 为体系推导出来的
,

并以此来解释其中各表达式的物理

意义 在上节推导中计算相间作用时
,

包括了 几
。

面上的作用
,

不包括 凡‘ 面上的作用
,

在

式 一 中恰好相反 下面将会看到
,

在 ‘ 面上流体对颗粒的动量作用减去在

凡。

面上流体对颗粒的动量作用 正好是 勺 一 内 一
·

勺约 〕
,

相应的

能量作用正好 是 一
· ‘ · 。 动

· ‘ 。‘ 一
· ‘ ,

· 。‘ ·

‘动 把它们分别加到式 和 的花括号中
,

就与式 和 及 的 的花

括号完全等价 同理
,

在式 和 中
,

对流体的相间作用项若加上 ‘ 面上的午
用

,

删 去在 几。
面上的作用

,

就与式 和 天一 。 的花括号完全等价 这说明
,

两种模型中相间力和相间传热表达式方面的差异
,

完全是 由于它们所取的体系不同
,

因而

体系内相界面的算法不同引起的 这也说明
,

式 一 中各相间作 用的计算
,

与式

不日 一 羊可 占

在上节推导 相动量方程和能量方程时
,

未计人作 用在 和 面上的应力和热

流
,

因为 和 不是体系 赤 的边界 以 。 为体系推导式
,

一 时
,

和

是当作边界看待
,

并计入了此处的 相分应力和分热流 可以证明田 ,

这部分的动量

作用与能量作用分别为 一
· 。‘ 和 一

· ‘ · 。‘ 一 动 若把它们分别

加到式 和 的右边
,

面作 用项部分就与式 一 友 的 完全等价了 类

似地
,

上 节推导 ‘ 相动量方程和能量方程时
,

计人了作 用在 万 和 万 面上的应力和热

流 但对于体系 占 来说它们不是边界
,

在推导式 一 时未计人这些 下面会看

到这邹分的动量作用和能量作用分别为 一
·

勺 〕和 一
· 。碑 · 口‘ 一 动 〕

若把它们分别从式 和
,

的右边减去
,

则面作用项部分就与式 友

完全等价了 这说明两种模型面作用项表达式方面的差异
,

也完全是由于所取体系不同

因而边界位置不同 引起的
,

同时也说明式 一 中各面作用项的计算与式

一徉 叮信

若 , 》
,

则属于
。
的那些半颗粒的动量和能量变化可忽略不计

,

结 果
,

在

凡。 面上流体对颗粒的作用等于 面上
。
类半颗拉对 ‘ 类半颖粒的乍 用

,

也 等

于 面上的面作用 这些动量作用都是 一 二
·

一 土
‘ · ‘

合
、

,
能量作用“是

一 ‘
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同理
,

若
, 》

,

则在 , 面上颗粒对流体的作用等于
。
类半颗粒对 ‘ 类半颗校

的作用
,

也等于 万 面上的面作用 这些动量作用和能量作用的大小同上

至此
,

我们证明了方程组
、

一 与方程组 一 在数学上完全等

价 但在物理解释方面有很大差异 它们从属于两个不同的研究二相流的力学模型
、

结束语

本文提 出了一种从基本守恒原理 出发
,

经过严格推导
,

得到悬浮体二相流基本方程的

新方法 在方程中不含分散相应力和热流这样一些不易使理解的量
,

相间力中也没有物

理意义难以简明解释的 甲。户这样的项 在新方程 斗
、

夕 一 中
,

单位体积中

的相间力 和相间传热率 严格地等于流体对每个颗粒的作用力 和传热率 与颗粒数密度

的乘积 本文证明了这组方程同方程 一 —这是从 目前最可信赖的
一

型二相流方程发展起来的 —完全等价
,

进一步证明了它的正确性 因此
,

这组方程既具

有可靠理论基础
,

又具有易于被人们理解和接受因而更接近于实用的特点

将方程组
、

一 退化到一维无粘流情况
,

就与 ’, 、 一

‘”, 所用的方程完全一致
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