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断裂力学及边界元法在有限体

应变局部化问题中的应用
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提要 微裂纹模型是研究砂土变形中应变局部化问题的微观力学模型 本文在前文
【‘ , ’

的基础上建立了有限平面的微裂纹模型的基本方程 数值解析表明
,

微裂纹模型可再现应变

局部化及应变软化现象 同时
,

本文简要地讨论了边界约束
、

尺寸效应及侧压对应变局部化的

影响

关链词 应变局部化
,

应变软化
,

微裂纹 , 局部剪胀
,

边界效应

一
、

引 言

应变局部化是由材料变形的微观机理所致 因此
,

从材料的微观结构及其变形特性

出发建立宏观现象的微观力学模型是研究应变局部化问题的一个重要方法 为研究砂土

变形中的应变局部化问题
,

我们建立了一个新的微观力学模型
,

即微裂纹模型 ‘,

这一

模型应用断裂力学的理论研究在荷载作用下大量微裂纹的扩展规律
,

提出微裂纹间的相

互干涉效应及剪胀效应导致应变局部化及应变软化的观点 在前文 中我们略去边界效应

对材料变形的影响
,

对无限平面建立了微裂纹模型的基本方程 数值解析表明
,

微裂纹模

型能够较好地再现砂土变形中应变局部化及应变软化的过程
,

为研究应变局部化问题提

供了一条有效途径 为进一步研究有限体中的应变局部化问题
,

特别是边界效应的影响
,

本文中我们利用边界元法给出了考虑边界约束后的微裂纹模型的数学解
,

并对应变局部

化及应变软化的微观机理及算它一些影响材料变形的因素做了进一步的探讨
。

二
、

微裂纹模型简述

密实砂土在荷载作用下
,

砂粒之间产生摩擦滑移
、

滚动及因砂粒的重新排列而引起

的体积膨胀
,

即剪胀 为描述砂土变形的这一微观机制
,

我们考虑一个含有大量微裂纹的

弹性体
,

如图 所示 这里微裂纹指一个初始缺陷及由此形成的两个滑移域
,

以此描述砂

土的局部塑性变形 图中给出第 个微裂纹的初始缺陷长度及微裂纹总长度分别为
,
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及 ‘ 同时
,

微裂纹周围的弹性体对微裂纹的扩展提供必要的弹性约束

下面我们给 出这一平面应变问题的微裂纹模

乙
二

式
滑移域

始缺陷

汀 型的边界条件 如图所示
,

有限体外侧的边界条

件 由位移 石或应力 于给定 作用于微裂 纹 上 的

剪应力由下面两式给出

灯 。乙 价。

沿初始缺陷
,

灯 武 访
。

沿滑移域 劝
二

机
,

这里
,
吮

、

武 分别为作用于第 个微裂纹 上 的 剪

应力及正应力 币。、

币
。

分别为初始缺陷及滑移域

上的内摩擦角 为引人剪胀效应
,

在微裂纹上定

义一个与微裂纹长度成正比的附加正应力
,

即局

部剪胀应力
。盏】 ‘ 益

这里
, ‘ 为剪胀系数 由于滑移域的存在

,

微裂纹两端的应力奇异性应当消失
,

即
‘

满足条件 一 及给定的边界条件的弹性解给出荷载作用下的各微裂纹的长度

微裂纹间的相互干涉效应及边界效应使得上述问题的求解变得较为复杂 利用边界

元法及求解相互干涉问题的虚拟应力法田 ,

上述问题可以简化为一组有关虚拟应力及 微

裂纹长度的非线性联立方程 通过数值计算可以进一步研究有限体内的大量微裂纹在外

加荷载作用下的扩展规律

三
、

微裂纹模型的基本方程

如图 所示
,

有限平面中存在两个微裂纹
,

承受外加荷载的作用 下面我们推导

这两个微裂纹的裂纹扩展基本方程
,

其结果很容易推广到 个微裂纹的情况

采用虚拟应力法
,

原始问题可分解为
、 、

三个基本问题
,

如图所示 问题 为一不

含微裂纹的弹性平面问题
,

其边界条件表达为未知的位移 毒 及应力 , , 后面将引人

这一弹性平面问题的边界积分方程及域内任意点的应力表达式 为进行数值计算
,

将边

界分为 个单元
,

每一单元内
,

将未知函数用单元中点的值作常数近似 这样
,

第 个单

元上的未知位移及应力分别为 “认‘
,

城吞 和 嵘 , ,

吟 。

对问题
、 。 ,

我们考虑只含一个微裂纹的无限平面
,

且不受外力作用 图 中的

武
、

式
,

分别为问题 。 里第 个微裂纹位置上的正应力及剪应力 的
,

为作用于第 个微裂纹上的局部剪胀应力

为求解这一微裂纹间的相互干涉问题
,

我们在问题
、 。 的微裂纹上引人虚拟剪应力

式 一
,

虚拟应力的确定应根据下面的原则
,

即所有基本问题的解进行迭加后
,

包

括微裂纹在内的原始问题的所有边界条件必须得到满足 这里
,

我们仍假设作用在微裂

纹上的虚拟应力为常量
,

以简化公式的推导 此外
,

每个微裂纹上还作用着由相互干涉效

应引起的正应力 心
,

如图 所示
,

对问题
、

可做进一步分解

直角坐标中由复变应力函数表达的应力
、

应变场为冈
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图

式中
,

为剪切模量
,

凌 一 , 与 走 一 刃 十 刃 分别对应于平面应变及平
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面应力问题
, , 为泊松比

。

考虑两个局部坐标系 ‘、

扩尹
,

其坐标原点
、

分别位于微裂纹
、

的中点
,

且 ‘、

尹坐标分别垂直

于微裂纹面 图 如图所示
,

坐标与 护 坐标间的

夹角为 少‘ ,

与 。 , 间的距离为 姚
,

扩 与 。‘
的夹角为

币

问题
、 。 的应力函数为

巾户 一习半刀
万

只
丫护一 。

多一 名户

·

一此 一 〔几 牛一 吐 司 十 此 》 武 〕

图 一 , 一 功

· ,

业二二
一‘ 不 一 户

·

一 二兔 。了
,

十 二 价
‘

一 价。 占 〕, ,

梦“ , 历了了喜乃
‘

一 。 ,‘ , 一 ,中 ,‘ ’
,

式中 , 护 细户, 占 为 函数 因设 街 ,《
,

故求解应力 函数 时 将 初 始

缺陷上的分布应力转换为一集中力 对
‘

式进行积分及级数展开
,

有

甲
护

气街 夕 一 , 丁 叮沁 飞
份 了

一 生 卜、 一 。 十 。 , 。 。 中 盛
苏了

生 。‘ 二 , 。 币
‘

一 币。

终
万 苏 护

对 式求导
,

得
。 , , ,

, 一 合“

藻
‘

合
丁 十 。“ ‘十 。“,

· 币
·

“

靡
‘

圣‘叮“ 司
· 叮“,‘二‘

·

一
中。

, 粉

州
‘ , ’一合畴

推导上面各式时
,

因设 ‘ , 街 《 及 ‘ 街 《
,

即微裂纹的长度远小于微裂纹 之

间的距离
,

故省略了有关 ‘ , 街 和 刃 街 的高次项

为满足原始问题微裂纹上的应力边界条件
,

令

司
,

一 二 必 ,‘ 少 ,
’

,

。一‘,“‘ , ,。 ,‘
’

, 梦矛‘
, ,

这里
, 夕

, , , 三 , 为
, 一 ‘, 。‘护 ,
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因只考虑相互平行的微裂纹
,

故 尹 一 。 或 , 将 一 式及 式代人 劝

式并省略高次 项
,

得 到 试
,

和 咋 注 意
,

司
,

一 刃勺 及 吞一 , 〕并 有
‘ ‘力

、

力
,

故等式右边有关‘ 及 弓 的各项均作为高次项被省略

对 个微裂纹
,

则有

告一‘价‘,

一
币 , ·“

豪艺侧︸奋

睁钱一 巾 币
·

,

篡
十 兰 。么 。 币

。

一 。 币。

毕
。 。 币‘ 一 , 。 币‘,

不
亨 ,

已 又‘ 一 粤
, 币“ 一 ‘ 价“ ’·“

蒲
粤 、一 。‘ 。 币

‘

李
乙 打

牌诗

十 兰 。式 币
。

一 二 币·
, 繁一‘币, ,

由 式
,

即裂纹两端 , 的条件
,

得到下式
‘ 乌十 弓一 二盆

,

十 ‘ 币
‘

十 兰
。、 。又十 , , 二 功 一 。、。 一 。

以上各式中
, ,

⋯
,

下面考虑问题的边界条件 仍然选取两个局部坐

标系 扩尹
、

护尹
,

其坐标原点
、 口少分别位于第 个边

界元素及第 护个微裂纹的中点
,

且 尹
、

少坐标分别垂直 、

于边界面及微裂纹面 图 如图所示
,

分坐标与 分

坐标间的夹角为 洲
, 。户与 间的距离为

,

尸 与
·

口 的夹角为 少矛 根据上面的应力函数不难求得第

个边界单元上 由第 护个微裂纹引起的 正 应 力 及 剪 应

力
,

弘
、

、旷
吃狡冲己

三乃吮忍一 粤〔一 。。 尹 , 十
艺

价‘了一 ‘了 一 。 。,‘夕一 ‘户 。乙

今 ‘。 , 币“ 一 ‘, 一 滋。 价‘勺
‘

·

卜
·“二‘

·

,篡
生 。‘ 。 价

‘

一 ‘ 价。

,背」

一粤 、。 币‘, 一 。‘ , 一 ‘。 价‘ , 一 。“ ‘ 吞李
‘ 介

止雌十 冬
。 币‘, 一 ‘ , 兔一 武 。 价

,

‘
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口声亡矛

若第 个边界单元上的原始问题的边界条件由应力条件 了
、

护 给定
,

则应有

残 ,

名
。 之一 了

呱 ,

习 斌乍一 护

军

下面推导 由微裂纹 萝引起的应力场 对应力函数 丁
、

酬 积分
,

得

。 , , , 一 专、 些 生 叶乳 , 一 。气 。 , 。吞 。 价
‘

二

生 、 。 。 。 价
‘

一 币。 口护 声

宕户

毋 ’一 ’一 合
·“

由下式计算微裂纹的局部坐标系中的位移分量
“协 二梦

,

天。 , 一 万百 一丽瑟万
经 式进行坐标转换

, 、

两式给 出第 个边界单元的位移分量

二忍 一“认滋 “ 梦 ‘户

, 二忍 “梦
, ‘矛 , 笋 , ‘护

落及 。 孟

斌愁
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才
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·
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护 汀 “ ‘才 声
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若第 个边界单元上的原始问题的边界条件由位移条件 矿
、

护给定
,

则应有

城 ,

见 峨 一 澎

, 久,

习
, ‘一 莎‘

·

对于每一个边界点
,

在一个方向上
,

其边界条件应 由应力或位移条件确定 因此
,

对



于 个边界单元
,

一 约式和 一 式给出了 何 个边界条件

如前所述
,

司题 为一不含微裂纹的弹性平面问题

的域内应力场 ’ , ,

一鑫
‘ ‘ , “吞‘

一
, 、, “

吞“

小
其 中

,

下 面直接给 出由边界积分确定

, ,

夕一
,

、月、、卫卜文, 一 。聋。。分。

欢
。 一 时 , 旁

,

‘ , 一 ,‘, ,
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,
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, , 、
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瓮
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,
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⋯
,
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上式中
, “态为无限平面中由 方向的单位力引起的 点上 夕方向的位移 同样

,

磷为

点上 夕方向的应力

非线性联立方程组
一

式
、 一 式

、 一 式和
一

式确立

了原始问题的基本方程 其未知变量包含每一个微裂纹上的 , 个未知量 试
、

弘
、

吐
、

味
、

‘ 及每一个边界单元上的 个未知量 时 , 、

心。、

可。、

,
, 采用弧长控制法及 一

法进行数值解析
,

得到问题的数值解

四
、

数值解析结果与讨论

初始条件

参照砂样的三轴荷载试验的边界条件
,

我们考虑一个平面变形的长方体
,

如图 所

示 数值计算中初始缺陷采取均匀布点
,

其方法已在前文中予以说明 图 受压后
,

长

方形顶部有一均匀向下的位移
,

而底部固定
,

两侧保持常压 妈 同时
,

因设长方体四周光

滑
,

故沿边界摩擦力为零 设无粘砂土的剪切模量 一 耐
,

泊松比 , 一
,

内

摩擦角 币。 。“
及 价

。 “ ,

侧压 几 一 厅 无量纲剪胀系数 “ 。。

光滑 刚性

,, , 夕

”
, 夕 , 夕 , , , · , ,,

图 图 ‘

应变局部化及应变软化

图 给出有限平面中 个微裂纹的荷载一微裂纹扩展曲线及对应于两个荷 载 阶 段

最大荷载及发生应变软化后的荷载 的应变局部化形态 加载的初期阶段
,

整个区域上

的微裂纹呈均匀扩展状态 这一阶段微裂纹间的相互干涉作用及边界约束对微裂纹影响

很小
,

微裂纹的扩展取决于外加荷载的作用 随微裂纹的扩展
,

微裂纹间的相互干涉效应

侧司部剪胀效应对微裂纹的影响逐渐增大 荷载值超过 时
,

整个区域上的微裂纹的扩

展呈局部化趋势 位于主对角线上侧的狭长区域内的微裂纹开始迅速伸长
,

其余的微裂纹

的扩展则受到抑制
,

其中大部分在最大荷载值前后开始收缩 在之后的卸载
,

即应变软化

过程中
,

应变局部化区域内的微裂纹继续伸长形成一条偏离主对角线的滑移带 值得注

意的是
,

在砂土的三轴荷载试验中观测到的滑移带
,

同样具有相似的形态 滑移带往往发

生在偏离对角线的狭长区域内

前文 中
,

我们详细讨论了无限平面的应变局部化问题 通过对 卜 式中的虚

拟剪应力及正应力各项的分析
,

明确了微裂纹间的相互千涉效应及局部剪胀效应对微裂
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图 有限体中荷载一微裂纹扩展曲线及应变局部化形态

纹扩展的影响具有很强的方向性
,

两者是导致应变局部化及应变软化的重要微观机理

在影响材料变形及强度特性的诸多因素中
,

边界效应是一个重要因素 这里我们着

重讨论边界约束对应变局部化的影响 数值计算中
,

为消除刚体位移
,

设长方体底边上的

一个边界元素的水平位移为零
,

即相应于在长方体底边设置一个水平链杆 因此
,

在加载

过程 中
,

这一点上的剪应力为零的边界条件无法满足
。

这一边界单元上的剪应力随长方

休变形的增加而逐渐增大
,

对域内微裂纹的扩展产生较大的影响 同样
,

在砂土的荷载试

验中
,

边界上的摩擦应力难以完全消除
。

研究包含这一因素在内的各种边界条件对砂土

变形及强度特性的影响
,

一直是试验研究中的一个重要课题 对比采用同样的均匀布点得

到的有限体及无限体中的滑移带 图
、

图 可知
,

边界效应是影响滑移带形态的重要因

索
。

叭 厅
七 ,

犷、 井玉
, 尸

,

、

犷、 、 、

、

飞

裂纹长度

』
『 行 , 二 汀‘ 口 , 二

‘澎椒

图 无限体中荷载一微裂纹扩展曲线及应变局部化形态

在研究应变局部化问题的各种宏观理论模型中
,

应变软化条件一般作为材料的固有

特性而被引人描述连续体变形的本构方程 在微裂纹模型中
,

我们没有设立任何有关应

变软化的条件
,

但仍然得到了应变软化曲线 特别是在达到最大荷载之前
,

即应变软化发
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生之前
,

整个区域上的微裂纹的扩展便开始呈现应变局部化的趋势 这一事实表明
,

应变

软化并非应变局部化发生的先决条件 事实上
,

我们的研究表明
,

应变局部化及应变软

化
,

均是由微裂纹间的相互千涉作用及局部剪胀效应这些微观机理所致 由于本构关系

无法完全描述材料变形的微观机制
,

用宏观理论研究应变局部化问题
,

有其局限性

尺寸效应及侧压的影响

实验表明
,

尺寸效应对砂土变形及强度特性的影响
,

主要表现在应变软化过程 随砂

样尺寸的增加
,

应变软化过程中的减载幅度加大 数值计算 中
,

我们考虑四个不同尺寸的

正方体
,

边长比为
,

在初始缺陷密度一定的条件下
,

计算相应的荷载一
微

裂纹扩展曲线 数值计算的结果
,

如图 所示
,

横坐标为滑移带中微裂纹的平均长度 随

尺寸增加
,

最大荷载值略有减小 图 。 ,

但应变软化过程中的减载幅度明显增大 这一

结果表明
,

微裂纹模型可以定性地再现尺寸效应对砂土试样的变形
、

强度特性的影响 至

于大一尺寸效应的微观机理
,

这里不做进一步的探讨

口 口 位 口
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, 于
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月拼
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图 尺寸效应对荷载
一
微裂纹扩展曲线的影响
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图 尺寸效应对最大荷载值的影响
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图 侧压对荷载一微裂纹扩展曲线的影响

侧压是影响砂土变形特性的另一重要因

素 综合大量的试验结果
,

可将侧压的影响

简述如下 增加侧压使最大荷载值 。 有

所降低
,

而应变增大
,

同时减小砂土的体积膨

胀 由微裂纹模型的基本方程可知
,

无量纲

剪胀系数 应 一 ‘ , ,

即增加侧压相 应

于减小无量纲剪胀系数 人 图 给出对应

于两个侧压值的荷载
一
微裂纹扩展曲线

,

定性

地再现了侧压对砂土变形及 强 度特 性 的 影

响 这一结果进一步表明
,

局部剪胀是影响

砂土变形特性的一个重要因素

利用微裂纹模型可进一步研究包括边界

条件
,

长细比在内的各种外界因素对砂土变

形的影响 关于这个问题
,

这里不做进一步的探讨
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五
、

结 论

微裂纹模型可以定性地再现密实砂土受压过程中应变局部化
、

应变软化及形成滑

移带的全过程
微裂纹间的相互千涉效应及局部剪胀效应对微裂纹扩展的影响具有很强的方向依

存性
,

是导致应变局部化及应变软化的微观机理

利用有限体的微裂纹模型得到的滑移带
,

与实验 中观测到的滑移带具有相同的形

态 边界效应是影响滑移带形态的重要因素

微裂纹模型可以定性地再现尺 寸效应及侧压对砂土变形及强度特性的影响 利用

微裂纹模型可进一步研究包括边界条件
、

长细比在内的各种因素对砂土变形的影响
。
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