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计算结构力学及其应用

圆柱壳孔边裂纹应力强度因子的

计算和分析
‘

柳春图 胡互让 吴犀 甲

中国科学院力学研究所
,

北京
,

摘 要 从 壳体理论出发
,

将
“
局部

一

整体分析法
”

应用于圆柱壳孔边裂纹问题
,

比较精确地计算了圆柱

壳孔边轴向裂纹和环向裂纹的应力强度因子
,

获得了应力强度因子随壳体几何尺寸
、

开孔大小及剪切刚度变化

的规律
。

以作者在文〔
,

〕中的有限元分析结果为基础
,

推广
一

方法
,

建立圆柱壳孔边裂纹问题

的权函数
,

分析计算了圆柱壳孔边裂纹问题
,

获得了较好的结果
,

最后给出了便于工程应用的较精确的计算鼓

胀系数的近似公式
。

关镇词 圆柱壳
,

局部
一

整体法
,

权函数
,

应力强度因子

引 言

圆柱壳是工程界最常用的结构形式之一
,

如飞机结构
、

压力容器
、

管道等
。

圆柱壳孔边裂纹

问题是工程设计中经常遇到的问题
。

用断裂力学方法分析圆柱壳孔边裂纹的应力强度因子
,

对

于结构的完整性评定和寿命估计是十分必要的
。

关于平板孔边裂间题 已有较多的研究
,

如文献〔
,

〕
,

然而
,

壳体孔边裂纹间题的研究文献

则极为少见
。 〔 〕等人用有限元方法建立了一种圆柱壳体的权函数

,

分析计算了圆柱壳

孔边单边环向裂纹问题的应力强度因子
,

该方法计算过程
,

复杂
,

且在壳体理论中没有考虑剪切

变形的影响
。

比 〕应用经典 理论首次得到了含裂纹壳体应力强度因子
。

由于采用的是薄

壳理论
,

具有明显的理论缺陷
。

近年来应用 理论研究壳体问题获得 了较大的进展
。

文

献 〔 〕用厚壳单元对含裂纹圆柱壳进行了有限元分析
,

文献 〔
,

〕应用摄动法获得 了含任意方

向裂纹圆柱壳裂尖应力应变场的一般解
,

为分析圆柱壳孔边裂纹应力强度因子提供了可靠的

力学基础
。

本文从 壳体理论 出发
,

将
“
局部

一

整体分析法
”

应用于 圆柱壳孔边裂纹间题
,

根据

获得的圆柱壳裂尖应力应变场
,

在裂尖附近建立高阶奇异单元
,

用有限元方法对圆柱壳孔边轴

向裂纹和环向裂纹作了计算分析
。

此外
,

本文基于考虑剪切刚度效应的含裂纹圆柱壳鼓胀系数

构造圆柱壳孔边裂纹问题参考状态解
,

推广
一

方法
,

建立一种新的权函数的

近似解析式
,

来研究圆柱壳孔边裂纹间题
。

应用该方法
,

在计算量小的条件下可获得 比较满意

的结果
。

用有限元方法分析圆柱 壳孔边裂纹问题

裂纹尖端的应力场是决定裂纹传播的主要因素
,

因此依据精确的裂纹尖端应力场来计算

本文于 年 月 日收到
。

,

本文得到了国家 自然科学基金委的资助
。
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应力强度因子将得到准确可靠的结果
。

我们应用
“
局部

一

整体法
” ,

在裂纹尖端建立一个奇异元
,

用文献 〔
,

〕获得的裂尖应力应变场作为奇异元的应力模式和位移模式
,

在奇异元之外采用一

般的厚壳元作为常规单元
,

奇异元与常规元之间的连接条件
,

由在公共节点上位移相等来确

定
。

裂纹尖端应力应变场及有限元格式

考虑一半径为
、

厚为
、

含一穿透裂纹的圆柱壳
,

穿透裂纹长度为
,

裂纹方 向与柱壳轴

向夹角为
,

坐标 的原点取在裂纹尖端处
,

方向沿裂纹扩展方向
,

方向垂直于裂纹

面
。

从考虑剪切变形的柱壳基本方程出发
,

弓入位移函数 尸 和 ,
,

并将坐标无量纲化
,

一 告
,

一 含
,

经数学处理后
,

得

二 尸 一 ,一

一馨 一

二 , 之

一令
‘一

乎动 。 乎砂
、 。

砰 一 、 , , ‘乙“ 百聋画
, 一

乎功
、

口 二 二二

犬肉

、之

一为一时

一 一 甲 “ 几必 考 ‘帕

甲 “ 一 召 , 产
。

必 古 ‘口

式中 沪一 甲八 丽 声 ,

材 一 , , 斤 , 刀 , 召 , 〔无 一 夕 〕
, 甲 为应力函

数
,

甲 为弯曲刚度
,

为拉压刚度
,

为剪切刚度
, 必 考十 ‘帕 为一解析函数

。

设应力和位移函数

均可展成 尸 的幂级数形式
,

。
,

了
, 、 , , 一 艺、,‘ 、,

, 、 ,

,
, 、 , ‘ , 。、

分别将 式代入 式
,

比较 护 的各阶项
。

当 一
,

零阶摄动方程及裂纹面边界条件构成了平

板的定解问题
,

其解答参见 〔即
。

当 时
, 无阶摄动方程及裂纹面边界条件构成了第 阶定解

问题
,

由此可求出第 阶摄动解
。

设第 阶摄动解 可表示为

、

,
廿了

‘

一 习 艺
, ￡ , 卜 ’ 夕 , 〔‘ 一

, 一 ‘〕
‘ , ‘ 〔‘ 一 , 一 ‘〕夕

一 艺 艺
‘ 一 ‘ , ‘ , 〔‘ 一 , 一 〕

, “ , ‘ 〔‘ 一 , 一 ‘〕“

一 万艺 习 尸
, ‘ 〔‘一 ‘ 、 尸

, 〔‘
一‘ “ “ 〕

之 一 爪 ,

一
, ,

⋯

一
砚群 ‘爪 介 ’ ‘一 ’ “伽

皿十 ”

甲 一 十 十
, 扭 甲 十 一

,

乙
·

、

一 乙
, ‘一 ‘ , ,

〔尸 , 少 ‘一 ‘ , 一 尸
, ‘ ‘一 “

军乙 〔 一 , ‘
一 , 一 ‘ 〕

, ‘ ,

〔‘ 一 , 一 ‘〕
一一

泛扩
, 一 一 〕

, 、 一 兄习
, ‘一 ‘ ’乞 刀

。 ‘ , ‘ ,

〔叱 一 , 口 , 一 ,
〕

式中 甲 ,

一 十
,

为 函数
。

各展开系数可由裂纹面边界条件逐

阶确定
,

具体参考文献 〔
,

〕

设奇异元广义位移列向量为
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“ 一 。劝
·。

朽
。“警

, “ ‘ , ⋯ “
瞥

, ““ , ⋯ 舀舀 ,

其中
。
等是裂尖位移场展开式中的待定系数

。

位移向量为
。 二 叭 劝,

其中
。 , 。 , 势 是三个位移分量

,

叭
,

再是二个转动分量
。

应力向量为
二 , ,

万
二 , , , 了

其 中
二 , , ,

从
,

是薄膜力
, , , , ,

是力矩
, ,

心
,

是横向剪力
。

根据裂尖位移场和应力场
,

我

们有
己 尹〕〔

,

「

式中位移矩阵 尸 〕和应力矩阵 」由裂尖位移场和应力场生成
。

奇异元弹性应变能为

一

合告〔
· ,

, ’ “ , 一 ’ 一 ,
·

工 ,
, 〕‘

。 , , , 、 。 , 二 』 、 , 。 , 。 。 , , , 、 ,
』

二丁 卜认
,

又似 一 卫尸
“

一 艺 十 夕八 睦 , “

一 批 把尸 」月 十
乙

月

告告
·’ 。

、

”‘

利用 式
,

式中弹性应变能可进一步简化
,

并由此得到奇异元刚度矩阵为

、 一

韭〕
·

〕一 巨口

〕一
’

是弹性柔度矩阵
,

具体表达式是
门 ,

,

到一
。一一巡

尹

一 夕

脚 〕一
’

一 夕

一 夕

一

一 夕

一 夕

一

告

会
将计算结果表示为无量纲应力强度因子

,

用 表示

万 兀 。材丽
式中

。
是特征应力

, ,

是应力强度因子
,

称为鼓胀系数
。

数 值 计 算

为了验证计算程序的可靠性
,

我们将与国际上 已有的结果作一比较
。

我们计算了在经典理

论情况下圆柱壳孔边环向单边裂纹在轴向拉伸作用下的应力强度因子
,

并与文献〔 〕作了比较

图
。

从计算结果看出
,

当 。 , 较大时
,

两者符合很好
,

而当 。 , 较小时
,

有一定差别
,

最大误差
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一

在 左右
。

造成这一差别的主要原因在于文献 〔 〕在短裂纹

时用半无限大板边裂纹张开位移的解经过插值来得到圆柱壳 材

孔边裂纹张开位移
。

根据文献 〔 〕
,

对 问题
,

用无限大板
·

“

边裂纹张开位移近似孔边裂纹张开位移
,

所求出的无量纲应

力强度因子与 解的相对误差
,

当 。
丈 时是

,

而在 。 的范围内则达到 因此我们认为
,

本文的方

法是可靠的
,

并且具有比文献 〔 〕高的精度
。

内压圆柱壳孔边轴向裂纹的鼓胀系数

对圆柱壳在均匀 内压作用下孔边双边裂纹的情形
,

取孔 图
圆柱壳孔边环向单边裂纹鼓胀系数

半径与壳体半径之 比 ,

等于
、 ,

分别在壳厚度 与壳 ①有限元结果 ②文献〔 〕▲权函数法

半径 之 比 耐 等于
、

时的情形作了计算
,

结果见图
、

图 从图中看出
,

在 耐 不变时
,

鼓胀系数 随 。 ,
的变化

,

先是下降
,

而后上升
,

这一规律

川

盆‘

·

、卜一一‘二》
一

】 , 如勺 ‘户 , 一

②

①

·

图 圆柱壳孔边轴向裂纹 图 圆柱壳孔边轴向裂纹
, 一 ① 一 ②叼 一 对 一 ①叼 ② 一

与文献〔 〕是一致的
。

这与平板孔边裂纹鼓胀系数的变化规律有所不同
,

在板的情形
,

随 。

一直减小
,

在 。
大到一定值后

,

趋于直线
。

在 。 , 不变时
,

随 的减小而有所增加
,

增加的

幅度与
。 有关

。

在 。 ,
较小时

,

变化较小
,

当 。 较大时
,

变化较大
。

轴向拉伸作用下圆柱壳孔边环向裂纹的鼓胀系数

对孔边双边环向裂纹情形
,

取与前面相同参数作了计算
,

结果见图
、

图 可以看出
,

环向

裂纹时 随
。 的变化规律与轴向裂纹时大体相同

,

不同之处泌于
,

环向裂纹时
,

在 不变

时
,

当 。 很小时
,

下降较快
,

当 。 , 到一定值时
,

增加
,

但增加的幅度小于轴向裂纹时的情

形
。

在 。 , 不变时
,

随 耐 的减小而略有增大
,

其幅度较之轴

向裂纹时来要小
。

剪切刚度 无对鼓胀系数的影响

在 壳体理论 中
,

与经典理论 的差别在于 引入 了

新的物理量
,

它反映了剪切刚度的影响
。

本文进一步计算了

对鼓胀系数的影响
。

图 是轴向裂纹时鼓胀系数 与曲线参

数 久的关系曲线
。

总的说来
,

鼓胀系数随 的增加而增加
,

即由

于剪切刚度的效 应而提高了应力强度因子
,

这个结论与无孔

时的结论一致 〔 〕。

急

图 圆柱壳孔边环向裂纹
,

① ②
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。 。 。

一
图 圆柱壳孔边环向裂纹

, 刀 ①材 一 ②人 刀 八

图 剪切刚度比 的影响
, 一 ①沦 一 ② ③无 ④无

用权 函数方法分析 圆柱 壳孔边裂纹问题

前面我 们用 有限元 方法分析 了 圆柱 壳孔边裂纹 问题
。

用 有 限元 方法
,

有很 多 优 点
,

但对工程应用则有不便之处
。

我们探讨用权函数方法来分析圆柱壳孔边裂纹问题
,

以期达到既

有较高精度又便于工程应用这一 目的
。

自 年代初 ‘, 。〕和 〔, ’〕提出权函数方法以来
,

这种简便易行的分析方法在来平

面断裂问题中得到了广泛的应用
。

应用壳体理论的虚功铆理
,

将这一方法推广到壳体断裂分析

中
。

权函数可表示为

,
厌厂 ,

,

无

式中
, 。 是参考力系作用下的应力强度因子

, 石 , , 。 为该状态下的裂纹张开位移
。

在几

何与约束相同条件下
,

另一力系作用下的鼓胀系数为
· 一

上
· · “ 一

· 一

怀
式中

〔 〕

是假想无裂纹时裂纹处的应力分布
, 。。

是特征应力
。

圆柱壳孔边应力

考 虑一曲率半径为
、

壁厚为 的圆柱壳
,

其上青一半径为 。 的圆孔
,

如图 根据文献
,

在远端轴向载荷 尹和环向载荷 的作用下
,

孔边周向应力为
, 、

衅
、 、

尹六
、

仔
万 气 十 八 十 万 一 万印 一 八 十 万不 艺
‘ 了 乙 了

、丽不不丙 襟〔 婴
、一 粤

, 一 、

掣
任 乙“ 了

’

怪 尹

一 加 方法

在文 〔 〕中
,

作者曾得到含裂纹圆柱壳鼓胀系数的近似表达

式
。

对轴 向裂纹

“

久 ,

对环向裂纹

久 ,

。 。久 婆
、, 一 ·

八 , 、 , , 。 , 。 , 、

气 十 日了入‘ ” ‘

又 十
一
了 人无

一

入
今

。

我们将用以上二式乘以平板孔边裂纹的形状因子来构造参

考状态解
。

假设圆柱壳孔边含有穿透裂纹长为 。 ,

以在垂直于裂

纹面方向上的远方作用有单向拉伸载荷
。
作为参考载荷

,

该参

考状态下的应力强度因子为

图 圆柱壳上含一半径为
。
的小孔
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兀 。 尸 , 。 。

了而

当孔边含轴向裂纹时
, , 一 。

, 。 , 、

取 式 当孔边含环向裂纹时
, 刃一 。 ,

,

刀 。

取 式
。

式中
。

为平板孔边裂

纹形状因子
,

表示为 〔, 〕

一 , 凡 八偏

表 矛
’ 、

矛、 自勺取值

单边裂纹 双边裂纹

二一一下一一厂 十
户 州卜 尹

镇

其中
, 、 、 。

的值由表 给出
。

户
,

根据
一

方法
,

裂纹张开位移可由参考状态应力强度因子表示如下

一 一 , 一

击
〔‘尸· · ,

一
“ ·

碑斧
二」

式中

‘ 巨 一 尸。

丫万
。 丫厂五

一

其 中
, 名 , 名 分别由

。
和

、 。
等表示

,

具体可参考 〔 〕这样
,

将 一
、 、

式等代入 式
,

经过积分运算可求出孔边裂纹的鼓胀系数
。

数 值 计 算

为 了检验该方法的可靠性
,

我们考核几个算例
。

首先考核无限大板孔边穿透裂纹 问题的

解
。

我们取 圆柱壳半径 与圆孔 半径之 比 斤 十 一 。 来近似平板的几何条件
,

分别对几种不同情

形作 厂计算
,

并 与文 〔曰 〕中的解作
一

比较
、

见表 我们看到
,

二者之间的相对误差小于

表 无 限大板孔边裂 纹 为形状 因子
,

与文〔 〕的比较

单轴应力单边裂纹

粤黔伙书
。。

〕
一

单轴应力单边裂纹纹 单轴 六三 双边裂纹纹 双轴应力单边裂纹纹 双轴应力双边裂纹纹
一一一
权函数 去 ⋯文

, 通〕一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 权权权权函数法 文
一

曰 三三 权函数法法 文 〔 〕〕 权函数法法 文 〔 〕〕
,

了 邓邓 竺 丁只只 】
,

三 丁 弓弓 衬 」

,

几几

。
·

。。。
‘

声 】
·

‘。 丁丁 ,丁丁

户
护

、

我们还将权函数法计算结果 与文献 〔二作 厂比较
,

见图 可见
,

符合得相当好
。

习
、
计算 方而看

,

文献 〔 〕用有限元方法对不同的裂纹长度计算出张开位移
,

再用曲线拟合

求出
, , 广 。 , “ 的解析式

,

既麻烦又 不易对不同几何形状的壳体推广
,

而本文采用的权函数方法

’接从参考问题的 八 、

求出位移
。 , , 。 比文献 〔 〕的方法要简便得多

。

内压 圆 柱壳孔边轴向裂纹的鼓胀系数

在均匀内 玉 尹。
作用下

,

圆柱壳体承载为 , , 。 , , 刀。

分别对
, , ,

。
,

。
,

对孔边轴问单边裂纹和双边裂纹
,

在不同的 之值和不同的裂纹长度 。 的条件下作 了计

算
,

选 一个有代表性的示于图
。

轴向拉伸作用下圆柱壳孔边环间 裂纹的鼓胀系数

在均匀轴 向拉伸应力 。。

作用下
,

我们取与上面相同参数变化范围作 了计算
,

取一个代表

性的结果示于图

从计算结果看
,

在其它尺寸不变时
,

鼓胀系数随孔半径增大而增大
。

当孔半径较大时 大约
。厅

,

随
尹

变化较快
,

往后变化愈来愈平缓
。

当 无不变时
,

随 几的增加而增加
口

双边裂
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纹 鼓胀系数高于单边裂纹
,

且随孔半径的减小而增大
。

例如
,

当
。 , 一 时

,

双边裂纹鼓胀系数与单边裂纹鼓胀系数相对误差

为 左右
,

而当 。 一 时
,

最大相对误差可达

根据上面的计算结果
,

我们拟合了圆柱壳孔边穿透裂纹鼓

胀系数的近似公式
。

轴向裂纹

久 , ,

喻井谕不
、 ,

喜久、, 一 ,

了

镇
,

令镇 ,

系数 尸 , 、

尸
、

凡 如表 示
。

表 孔边轴向裂纹拟合系数

图 孔边环向双边裂纹鼓胀系数

①久 ②久 一 。 ③大

单边裂纹 双边裂纹

④③②①
表 孔边轴向裂纹拟合系数

材

。

。

。

。

单边裂纹 双边裂纹 。

。

公式与计算结果之间最大误差不超过

环向裂纹

图 孔边轴向单边裂纹鼓胀系数

①久 一 ②久 一 ③大 一

、 、, 、, 。 一 一落
二

川 。 。。 粤
。

·

,

, 卞 住 了 任

“ 镇
,

令簇 , ‘ ,

系数
, ,

如表 示
。

一 除 一 时的某些点外
,

该公式与计算结果之间最大误差不超过

结 论

本文应用
“

局部
一

整体分析法
”

成功地计算了圆柱壳孔边裂纹应力强度因子
,

获得了比较

精确的结果
。

通过对 内压圆柱壳孔边环向裂纹的分析计算
,

求得 了鼓胀系数随几何尺寸
、

开孔

大小及剪切刚度变化的规律
。

应用权函数方法分析了圆柱壳孔边裂纹问题
,

在很小的计算工作量的基础上
,

获得了满

意的结果
。

应用权函数方法能够方便地向其它载荷情形推广
。

本文还给出了较精确的计算圆柱

壳孔边轴向裂纹 受内压 和环向裂纹 受轴向拉伸 包括单边裂纹和双边裂纹在 内的鼓胀系数

近似公式
。

圆柱壳上孔的存在提高了应力强度因子
。

应力强度因子随孔半径的增加而增加
。

应力强

度因子随曲率参数 入及剪切刚度 的增加而增加
。

孔边两个裂纹时 对称分布 的鼓胀系数略高于一个裂纹时的鼓胀系数
,

这种差别随孔



计算结构力学及其应用 卷

半径的减小而增加
。
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