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提 要

本构关系能够很好地描述材料的拈弹性变形
,

但其中存在着下面几个问题 当材料的蠕变变

形含有粘塑性变形时
,

直接引用 了本构方程是不准确的 材料的蠕变一般有损伤产生
,

加 本

构方程不能体现损伤特征 理论上讲
,

无论载荷的突变量多大
,

粘弹性变形总有一个时间过程
,

这一 点 与

本构方程不一致 加 本构方程的参数确定是由曲线来拟合
,

这种方法有很大的主观性
,

本

文介绍了 本构方程的推导过程
,

针对上述问题提出了一些修改意见
。

一
、

本构方程
文献 〔 〕详细地给出了 粘弹性本构方程的推导

,

本文作如下的归纳

将所考虑的材料设定为一个热力学系统
,

其状态由 个广义变量 表示 本文不考 虑 温

度 定义相应的广义力为 ‘
使功增占招 口‘为

‘ ,

将广义变量分为 个显含变量
,

宏观可测 和

一 个隐含变量 宏观不可测
,

一般地取隐含变量对应的广义力为 。,

定义指标求和范围
, , 二 , ,

⋯ 一
一 , , ⋯

, , , ⋯

根据热动理论得到 ‘
满足的方程为 〔“ ’ ‘ ’ ” ’

器 ⋯
“。

令 口
。

器 ⋯
“一

奈
”

一

一

其中 为 括自由能
,

使
二

并引入 自由能
一 , ,

则方程 一 为

口
。二 一 口舀

一禾贾履到日
一

期 骊车 月西日

为广义力 的函数
,

可以证明 “ 总能找到一组隐含变量

一

一

一
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韶
土 心

。

刁西丁一 “ “ , 二豆了 一
一

其中

将 对变量
,

展开

二 , ,

匕

﹂丁至
,

,

十 丁 “ ‘ ·

其中
、

厂
、

二一般为
。

的函数
,

代入到 一 中
,

并略去 的二次项及更高次项

。

, 。 乡 了
刃

一 不矛、巴 一 一不 、一
口甘 。 甘 。

一

二 二口
。 。 口

。

一

二
, 。

一

。为广义力口
。
的函数

, 为常数
,

并定义

口

设中假其

一一、一一功

将乡建立在主坐标下
, 、

西 退化为对角阵
、 , 方程 一 简化为

了
’

诀冬, , 了二仑 毛 、

“ “ 下 以 『

画 一万于
、 六 ”’ ‘ , ’

小
“

一

”
一

根据嫡增原理
,

有下列不等式成立

西 》 一
、

由 一 得到
,

中不含这一类隐含变量
,

即
。

与 , 无关
,

因

此这一类隐含变量可以不考虑
。

二 、 ,

积分 一 得到

厂
争 一 石汤恶 价

一

、 ,

求解 一 得到

了
, , , 一 甲

, 、

笙 一 一 、 一 ‘ , 〕 二
“ “

其中
,

,

一

具有 的特性的隐含变量用吃表示
,

其余隐含变量具有 的特性
,

用玲表示
,

将

一
、

一 代入到 一 中

沁
,矿

如 一 口奋 习

口 匕
, , 、

一 甲
一一又下犷 一 、 一

口甘 。

, 。

一

。 夕 ,

一 十 万一犷 甘

二
, 〔

价 一

对于变载荷
,

取积分为
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口 。
, 一

、

万芬布一一 十 石
甘 犷

汇二
,

一不二 一上
口 , ,

一 。一 功一 价‘ ·

二
一

功,

二 。

一
却

产
义了

,

、 , “

乙 石万 了 —犷 口甘“ , 口

、

万万一 “少

在线性系统内
,

将 对口
。 、 展开

,

并与 一 比较
,

可以得到

二 。 。

一

其中
。

为常数
,

对于非线性系统
,

假设

了

将 一

二 二 。

一

代入到 一 中
,

对变载荷作积分得到
尸、

如 一

会 会 △夕

尹、

冲“
一 “ ,

甥
鱼互 种

,

一

△
。 , 功 习 通 二君, 一 。一 功 通 , 。

一

, 。 , ,

,

叨

叹一
。

出一
,

叹留 一另昭一一户

夕口

简化到一维间题
,

即得到 本构方程

。 。 。 △ , 一 少 卜嘿
二

黔立 、少
“ 甲

’
一

其中 。 。 己 。

占 一 一一一万 , , 一 一万「 , 一一 , 一

—
, “ 口 一

—口 口 口‘

甲 石
, 。 二 “ ‘甲

‘’

方程中含有
。 、 、

三个参数和 。、 、 、 口

四个参函数
,

他们可由 方法

来确定
,

下面讨论这一本构中存在的几个问题
。

片
口仍

二
、

的 存 在 性
假设蠕变的应力曲线如图 所示

,

积 分 一

得到
,

在盯时刻

。 了 二 。 。 , 一 , , 卫 ·

口 △ 必 一

在 时时刻
九

图
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￡ 茅
。 。 叮 · , △ 功 一

两式相减

扩 一
。〔 。 一 。 〕

〔 , 一 , , 〕 , △ 功 ,

一

式 一 中第二项的物理意义 在载荷突然改变的瞬间 ,

粘弹性变形也同时改变
,

即粘弹

性变形是不连续的
,

这与粘弹性理论中的三元件
、

四元件模型是矛盾的
。

“ 在系统受常载荷作用下求解得到 一 的结果
,

在变载荷作用时取了

一 的积分
,

并假设其中的

一
与时间 或必 无关

,

因此在积分号之外
,

实际上
,

甘

口
万万一 一

为 , 的函数
,

在变载荷作用时
,

一

也将随时间而改变
,

因此积分应该为
, 甘 口甘

‘

一
‘功一 必

‘ ’‘一︷

艺昭竭一低

叻
产

韶 、

旦 , 才 功
‘

占 万
、

‘

—一
】娜

,

、 甘 ,

一
‘‘上一

艺嗯十

上式的修正在一维本构方程体现为 在 之前
,

不妨取 , ·

仍为函数
,

则 方 程 即

不含 , ,

由此
,

本文建议 本构中 恒为
。

三
、

粘塑性项的引入

本构方程是从热力学过程中推导的
,

其变量是广义的
,

本构关系中应 包

括粘塑性变形
。

分析
, 、

。这一情况不难得到 一 中的第二项和第三项分别为粘弹性变形和

粘塑性变形
,

冬这两项合并为式 一 的一个函数 △又 , ,

因此 △又 , 的选取应

包括塑性流动
。

在文献
吕

中指出 △ 的选取并不是唯一的
,

对于有塑性流动的情

况
,

可取为 拌 、

△ 必 习
,

一州‘ ·

功
一

他认为塑性变形一般很小
,

因此 。 二 在一些文献中对一维问题取 △ , 必
,

并且对变载

荷作遗传积分
,

实际上也忽略了塑性流动
。
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如果考虑塑性变形
, △ 必 中含有粘弹性项和粘塑性项

,

但它不能按 一

那样作遗传积分
,

公认地对于变载荷作用的粘弹性变形应作遗传积分 ‘ ,

但塑性流动仅有

变形的积累
,

其增量取决于当前时刻的应力和变形
,

因此应该在时间域里取历史积分
,

即按

一 或 一 处理
。

一些工程材料 如复合材料 不仅具有粘弹特性
,

而且也有粘塑特性
,

要准确地描述其

变形必须引入粘塑性项
。

四
、

损伤的引入
实验数据表明 。

在蠕变卸载时刻的弹性变形比加载时刻的弹性变形大
,

可 以认为在

蠕变过程中弹性模量减小了
,

按照经典损伤力学理论
,

在本构关系中引入损伤量可以反映这

一特征
。

综上所述
,

本文对 本构方程作了如下的改进
。

对于常载荷

。二 。 。 △
、 。

功 艺、 ,

一

其中 叮 二
口

一

式中的第三项

为标量形式的损伤量
,

当
,

时
,

将 一 的功还原为眼 得 到 上

触于变载荷作用

。 丁
△

、 。

功一 。

尸 鱿介些妙
甲

’

、︺︸一,一一’︵刁︶
一△一口一

‘ 不‘

一 习

一

五
、

参数的拟合

本构方程的参数测定 式 一 的本构方程中藕合有损伤
,

但在蠕变的第一
、

二阶段
,

损伤量很小
,

因此实验可设计在第一
、

二两个阶段
,

在弹性部分考虑损伤
,

在粘性

部分应力仍取名义应力 ‘ ,

“ ‘。

二
·

△
、‘

功一 ‘西, 口

口功,
功尹

咭

一一
尸了、叮

一

种

口〔△ 。 , 〕 , , ,

一
—

‘

—
一 “ 杏

产

口口

产

十中

其

方程中 △
、 。

仍按 设定的形式

八
、 。 ,

势
,

一
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方程中 △ , 按 一 式为 的线性函数
,

参考文献
‘ “ ,

△ , ”

一

参考塑性蠕变规律 ‘ 摇 ‘ ” ,

设
。 ,

一

以上方程中含有参数丑
、 、 二 、 。 、 , 、

和参函数
。 、

、 。 ,

它们将通过蠕变一恢复实验来确定
,

实

验应力如图 所示
,

变形分解如图 所示
,

共中弹性变形 考

虑到损伤量 很小

可以取为指数形式

图

止’
气

一图

￡。 二 叮

蠕变阶段的变形 不包括弹性变形

“ 。 , ’

忿
‘ ,

恢复阶段的变形

一

一

。, ￡, , 。

一

其中 几

〔。 广 一 。, 。

〕以
。

丸
’ 一 。

凡
”

〕

一 。

。

参数确定的步骤是 低应力水平
二‘,

下确定
。 、 、

及 ￡ 。 。‘, , 。 , 高

应力水平
,

下确定
。 叮‘ 、 、 。 口 及

、。 口 , , 。 , 由
。 叮‘ , 。

确定

参数
、 、

由
。 ‘

等各函数值确定函数形式
。

曲线拟合的改进 的曲线拟合参数是通过曲线平移并由平移量 来 确

定取值
。

本文提出离散变量和最小二乘法相结合的方法
,

例如在最低应力下式 一 为
。, ￡二

〔
‘ 一 。, ,

〕〔
‘ 一 “

·

〕 一

作余差函数

, ·, 。 , ·

一 一
、 , 一

〔
￡ ‘

一
,

〕〔
‘ “ 一“

·

〕 一

参数确定的步骤是 离散变量气 , 、 ,

使余差 函数的平方和取得最小值时所对应 的 离散

值
、。 、

近似为真实值 , 逐渐缩小范围离散
,

所求得的离散值就可 以逼近真实值
。

、 ▲

、、 实例分析
本文实验采用玻璃纤维复合材料

,

实验在常温下进行
,

实验中的应力分别为。



第 期 上 海 力 学

和 二 ,

实验与理论 比较如图
、

所示
,

其中的实线为蠕变一恢复的实验记录曲线 ,

”。。

甘
誊

以

池势
一

,

分
一护

图 图

点画线所表示的理论曲线考虑了粘塑性变形存在
,

双点画线所表示的理论 曲线是由

方法 「 得到的
,

即没有考虑粘塑性变形
,

图中结果表明考虑粘塑性变形是趋于准确的
。

七
、

小 结

本文改进的本构方程能保证应力突变时粘弹性变形的连续性
。

在本构方程中引入了粘塑性项 ,

实验结果表明 这一改进使理论本构方程能更准

确地描述蠕变变形
。

提出了离散变量和最小二乘法联合拟合非线性方程中参数的方法
,

实践证 明 这

一方法在精度上和计算时间 都是可行的
,
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