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对流扩散方程的四阶紧凑迎风差分格式

陈国谦 高 智
中国科学院力学研究所
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引 言

流动和传热传质的基本方程均是对流扩散型的 对流扩散方程的高阶紧凑差分格式
,

作为提高计算可靠性和节省计算量的一条有效途径
,

已引起相当的重视 〔 作为该领域

的一大进尾
,

新近由 琢。” 推出的对流扩散方程四阶紧凑格式‘气
·

在于堆情形下呈九点

式且勿须引人中间变量
,

只涉及对流筑散量本身
,

能在较粗网格下获取较为准确的数值结

果 从本质上说
,

该格式系指数型四阶紧凑格式 「, , 的多项式型翻版 它与指数型紧凑格

式一样
,

基于指数型变换 和差分修正法图 指数型变换 〔 是推求高阶紧凑格式的关键

所在
,

因该变换能消除对流扩散方程中的一阶对流项
,

避免最为棘手的迎风效应的直接

处理 而差分修正法是在低阶格式基础
一

上添加方程各项的高阶差分展开项
,

以获得高阶精

度 由于高阶差分的形式与低阶格式中低阶差分的形式不同
,

所得高阶格式往往不能保

特低阶格式的对角占优结构
,

从而引起解的存在唯一性方面的问题 即便是一维情形
,

也

气 , , 年 , 月 日收到
。
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只有在一定条件下
,

由 发展的四阶紧凑格式才能对角占优

本文提出差分格式的摄动方法
,

不涉及所谓关键的指数型变换
,

直接从流体力学计算

中最常用的一阶迎风格式出发
,

构造具有良好稳定性的对流扩散方程四阶紧凑迎风差分
格式 众所周知

,

流体力学计算中最先采用的是二阶中心差分格式 中心格式因对大于

的网格雷诺数不能对角 占优
,

遂被无条件对角 占优的一阶迎风格式所取代 此举以牺
牲精度来改善格式结构

,

代价沉重 在每一空间方向上涉及三个网格点的迎风格式只有

一阶的精度
,

是流体力学计算 中一大憾事 而本文的摄动方法
,

能在保持格式基本结构不
变的前提下

,

将迎风格式的精度提高 首先就一维情形 经一阶摄动将迎风格式的精度提

高至二阶
,

再以所得二阶迎风格式 为基础
,

经三阶摄动推得无条件对角 占优的四阶紧凑迎

风格式 然后
,

同样的思路 复杂的摄动 用于二维情形 最终
,

作一
、

二维非线性流动模

型方程和 自然对流传热问题的详细数值求解
,

将所得结果与方程的准确分析解或问题的
“

标准
”

数值解作比较
,

以说明本文理论工作的成效

亏 一维二阶紧凑迎风格式

一维对流扩散方程

办
犷

的经典迎风格式
, ‘ , , , 、 ,

下二火 , 戏‘ 】 夕巾‘ 下气 十 乙 气 ,

一 人‘ 作 巾
, ‘

, ‘ 币、一 , ‘一尸

其中 为网格尺度 等价于微分方程

, 些 一 塑
,

、

言 ’

其中

。 ,

护中
‘ , 一

—
二一

扩

由于迎风格式具有 良好的性态
,

我们期望在改进精度的同时保持格式的基本结构不

变 为消除等价方程 中的‘阶项
,

设格式 中对流系数 和源项 发生一阶摄

动
,

即格式成为
, ,

二
, 、 , ‘

下 又 十 人 , 佗少中、 一 叮二 十 乙 气 ,

一 搜 。‘ 中‘

扩
’

“
十
券

〔
‘

二 ,
, , ‘ ,‘ ,‘ 一 , , ‘ ,

‘’
·
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其中

一 十 △才
·

人,

十 △
, 。

户
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格式 , 的等价微分方程为

, ,

器
一

令
“ , “ , ·

‘ ‘”
,

其中
, ,

一 , , ,

努
·

、

若如下关系式成 立
, 一

,

△ 鲤 一 川 旦丛 △ 。

二 犷

则格式 即达二阶精度 为了确定 △ 与 △ 的具体形式
,

我们注意到方程
,

有

旦生 鲤 一 。
,

扩

代人式
,

得摄动量的表达式如下

△才 ‘ ,

△ 才 ,

且满足式

将 和 代人方程
,

得二阶迎风格式

秦
· , “‘ ,中

、一

参〔· , 二 。,

一 ‘
,‘ ,“ 一

人
。 , 才‘ 巾卜 , ,

介
‘

其中
。

卜
一二丝且 一

才 人
’

保证了格式的无条件稳定性及迎风性 与源格式 对比
,

二阶格式 〔劝

只是将经典格式中的扩散系数从 变成
,

以补偿对流项迎风差分所引起的
“

伪扩散
”‘

我们称此补偿修正为扩散系数的对流修正 含对流修正的对流扩散方程
, , 口价 , 价 、 。

‘ ——
饭几

—
一

二 口

的经典一阶迎风差分格式即源对流扩散方程 的二阶紧凑迎风差分格式

一阶迎风格式向二阶紧凑迎风格式的转化
,

最终体现在扩散系数的修正上 修正对

流系数的方法
,

通常称作人工粘性法或反扩散法 而本文中扩散系数的修正是在维持格
式基本结构 以保证稳定性 的前提下提高格式情度而得

,

并非直接套用反扩散法所能远

到
。

据一阶格式的等价方程 依反扩散法
,

可对方程

妙 一 一 州 匹 十
一

丫

施行经典迎风差分
,

得到具有二阶精度的格式如下
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。 , , , , 、 , 。 、 , ,

一二 弓‘ 灭 一 直‘ 件 月 乙川 、 ,

一 戏‘少 中泣
‘ ‘

一 ‘ , ‘ 币 ,一矿

而该格式只在 ‘ 】镇 的情况下才能对角占优
,

与经典中心差分格式一样
,

不能适应

较大的网格雷诺数
。

亏 一维四阶紧凑迎风格式

胭阶紧凑格式系以二阶紧凑格式为基本结构
,

经恰当摄动达成

二阶紧凑迎风格式 劝的等价微分方程为

口中

口
十

二 二 , 二 , 十
‘

︸

‘

甲︷口一

其中

一十
一‘ ,

一 全竺
口犷

峪价

口 呼

二 二 二

一

口币

口

宁功

为了消除 中的二
、

三阶截断误差
,

使格式的精度提高至四阶
,

设格式 匀发生摄动
,

成 为

不 、“ ,

产 月 , “ “ 夕中‘ 一
, 十

,

一 , ,

币‘一护

, , , 、 中‘一 , ‘ ,一十

其中

一

, 一

△
, ‘ ·

十 △
二 ‘

护 △
二 二 , ·

飞

十 △
二 二 二 ·

月、﹃,

六

“ , 一 一
一

叫

上父红
心

’

相应的等价微分方程为

, ,

豁
一

器
“ , 一 二‘ 十 ⋯‘】 ‘ ,

·

可见只要满足关系式

△ ,
二 二

胆 一 △、
二 二 二 人 ,

,

门

, △‘ 二 二 ·

器
一 △

一

“ ⋯
‘

子‘
。 ‘ ,

,

格式即达四阶精度
,

由 有
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令
一 ,

豁
一 “ 。 ‘”

,

令
一

影 的豁一 “ “ 一
器

。
汽

旦生 一 矛 十 塑 旦丝、鲤 一 塑 十 的
口

, 乙 二

一 丝 一旦立 。 尸

口二 ‘

代入 叻和 。 ,

即得各摄动量的表达式如下
,

口 口 、
, , , 、

△
, , ‘二 , 二 之

·

兰止二二 】十 尸
。

一

二
一

口尹

△
二

一
‘

十
,

「
。 , , ,

口 、 。 口 护
, , 、

△
, , 二二 【 十 止二士 一 二匕二 上二二 子

口二 劣

△
二 二 二

一 一

至 中各导数按二阶中心差分估取
,

即得各摄动量的离散形式

基本四阶紧凑格式的构造
。

该四阶格式的结构与经典一阶迎风格式相同
,

意网格雷诺数
。

至此
,

完成了

故亦适应于任

二维二阶紧凑迎风格式

二维对流扩散方程
旦兰 些 少,

口价

口

的经典迎风差分格式

么
‘ ‘ ‘ ,“ , 十 橇

‘ ,
‘, ,‘ , 价声

,

一 , 、, 人, 价、
,

,

李
了
〔

, ‘ 再 叻‘一 ,

,

一 ‘ 币‘ , ,一耐十

, ‘, 价, ,二 ‘一麟

其中
、

分别为
,

方向网格尺度
,

设其具有同一量级 等价于微分方程

,

瓮 箭
一

令
十

嗜奔
“ ‘ 十 , ‘ 十 。 ‘”

, ‘
·

, ,

共中
。 一 , 护币
‘ 叉

一 月
一 丁一 二

名

。 护功
“ ’ 一 ‘“ ‘

不牙
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设格式 中对流系数
,

和源项
, , , 所取代

十 △

, △ ,

, 十 八

则摄动后格式的等价微分方程成为

发生一阶摄动
, , ,

由如下形式的 , ,

,

无 ,

·

△ , · ,

价
, , 。 口币 护币 护价

‘ 才 户

—丁
月 ‘ 〕 ,

— —
门一

—
『 ‘

口

, , 二 , , ,

其中

器豁
, 二 ,

, , 一 ,

若如下关系式成立
, 一

,

, 一
,

, , 口价 」 , ‘ 。

△
, ·

人
一

兰竺 △
。

’

一

, 二

于价
才 】丹 一甘 二

‘

十
,

里立
一 名

△
·
五 △ , · , ,

格式即达二阶精度 为了确定 △ 二 , △ , , △
二

和 △ , 的具体形式
,

依据方程
,

有

骼
一 , “

豁
一 。 ‘ ’

,

一

豁
一 ,

霏
一 “ , 十 。 ‘ ,

,

二

一 十

令
一 ”

器,
, 一 十

器一 豁
·

其中

将
,

代人
。 ,

得到摄动量的表达式如下

△
二

一
,

△ , ‘ ,

△
二

一 占
,

十
,

△ , ,

且式
,

成立

将 至 代人源格式 的摄动形式
,

得二维二阶迎风格式

一 ‘ ‘ ,“ , 橇
· , ‘ , ,‘

小
,
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、〔二 , 二 “ ,

一 ,‘ , , , ‘一 , 十
橇

〔二 十 二
, 、, ,‘ ,“ 一 ,

上
,

生

、 ,

一 、, 币‘ ,

橇
〔一 “二 ‘ , 少

,

, ‘ , ,

其中含有对流修正的扩散系数

二

一
‘ ,

才‘ , 五, 丑 , ’

、

汉、 入 丑 , 人
’

, 一

一般情况下
,

与 “ , 不等
,

经对流修正后扩散成为各向异性的
,

且各方向扩散系数的对

流修正量系对应方向对流系数的增函数二 含有对流修正的对流扩散方程
, , 小 。 。 口币 于价 护币

二二止竺 几竺二 一
, 二竺二匕一 竺一卫二 一

口二
一 一

了

月 ,

的经典一阶迎风格式即源对流扩散方程的二阶紧凑迎风格式
。

二维四阶紧凑迎风格式

二维二阶紧凑迎风格式 的等价微分方程为

年一宁
﹄

产一口铸口一︸沪﹃一‘仔些 些 一

口 己

其中

二 ,

口中

口

一
, ,

一

十
二 , 、 二 二 , ,

圣

十 , 十
二 二 二

贡十 , , , ‘ ,

一
,

了夕币 、 护价 、
— “ 屯

—
〕一

—
,

乙 乙 ‘

坪一刁坏一甘口尹一口尹一口, ,

一 骼 一 专
‘

器
十 六

旦生 一 生 里立 生
口

一

,

二 , , 一 ,

,

器 令
,

器
十 ,

令
,

夕

夕乍苦

,互互。二

一

, , , 一 丑 ,

为了消除 , 中的二
、

三阶误差
,

使格式的精度提高至四阶
,

设格式 发生摄动
,

成为
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一鹅豢一 ”, , ’‘ ’ , , 十 , 、, 币‘ ,

, 二

十
,

一 , ‘, , 币、 ,

, 十 〔 , 二 , , , 中‘一 ,一从一引
︸

, , 十
,

一 , ‘ 币‘ ,一鹅

, , , , ‘ 人 功
,

,一 , , ‘, ,一从

其中
, 一 △

二 , ·

机 △ 二 ·

材 △ ”, ·

从瓦

十 △
, , , ·

离 十 △
二 , 二 ·

川
,

, 十 △
二 , ·

左, 十 △ , , ·

左了十 △
二 , ·

音

△
二 , , ·

△ , , ·

, 一 △
二 , ·

△ 二 二 ·

十 △ , , ·

△
二 二 ·

△
二 , , · , 二 △

二 二 ·

老 △ , , , · ,

而

一二

一 一

, , 一 一

再
, ‘ , , ,

协一十

, ‘,

‘ , ‘, ’

相应的等价微分方程成为

, ,

豁
, ,

器
一

赘 会
‘ , 一‘ ” 二‘ ,

, , ”,

· 二 二 二 , , 二 二 二 , , , ‘ ,

只要满足关系式亡

, △ ⋯器
△ ⋯爵卜

△“一 一 “ ”
,

△
二 二

△ , , ’

处 一 △

些 一 △

工 二 二 二 , ,

, , , , , ,

△ 一 些 十 △

二些 十 △

日

· , ·

需卜
△“一 “一 。 ‘ ,

,

·

需
一 △“一 “ ⋯十 。 ‘ ’

,

△

、、
,

,山

, △
·

⋯箭
一 △‘ ⋯ 一 ‘ ,

·

, △ , ,

二 爵
一 △“ , , , 、 , , 十 ‘ ,

·

由 及其微分
,

可将 于小 尸
,

于币 口扩 和 创币 ’ 表成 中
, 口 和
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护
二

尸 的关系式
,

将 协
, , 。,中 。 , 和 协 。 ‘

表成 小 。 , 。 , , 和 护 ,

尹 的关系式
,

代人

△

△

至
· ,

即得各摄动量的表达式如下

公

苦夕

, , ,

一 , , ,

乙
二 二

△ , ,

扮
十 “

韶
十
器

。 、 ,

伽
, “ ,

癸 器卜
。

你

、

一 刀 , 十
,

一 一 刀 汉诱
, ,

一 才 丑 , 汉 , 一 。 ,

一 才 丑 ’汉 十
,

一 五 姓‘
十

,

一 丑 刀‘ 无 ,

一 十
, ,

器丛勿

△
二 二

△
, 二 ,

△
二 , ,

△
, ,

△
, 二 二

△ , , ,

△
二 ,

心
, 二 十 塑 一 赞

。 ‘”
’

十
背

“ 矿 ”

「

苦

、产

,‘

厂聋、、

△ , ,
, 丝、

,

一 , ,

︸卫工

△
二 , 一 汉 , 二 , ,

△ , , 一 , 二

十 , 人 ,

△
二 二

一 , 二 ,

△ , , , 一 一 , , 十

口至 中的
,

归二 ,

护 烟
,

,

护
二 , 二 ,

于
二

己 ,

和
, , 日 , 口 , 。, , 口夕, 诸量均按二阶精度估取

,

即得所有摄动量的离散表达式 其中源项的摄动

量涉及图 所示的九个网格点 由于源项摄动系

高阶量
,

计算中可以方便地当作迭代滞后量处理

图 中将只在源项摄动中涉及到的点 ,
, , ,

以
虚线相联

,

以示与格式的基本网格点 。, , , , 夕

有所区别 至此
,

完成了二维四阶紧凑格式的构

造
。

」 奋

匕

图 四阶紧凑格式的九点式网格

亏 应 用

本文作一
、

二
、

三维流动模型方程及 自然对流传热问题的数值求解
,

例示本文格式为
良好性态

,

模型方程并以参考格式 是中心差分格式或迎风差分格式
,

取决于对流系数为
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大小 求解
,

所得结果与精确解或数值
“

标准解
”

作对比
,

迭代收敛准则为

材勺蕊 。 ,

其中 凌为迭代步数
,

在求解二维模型方程的双精制算法中取

情况下均为 。一 ”

例 作为函数值可发生急剧变化的最简单算例
,

我们采取 盯

币 互‘
一

一‘, ,

而在其他

方程

口“

“

—口
一时止︸

的准确解为

《 。二 介二 牙

—
一

‘

一
’

砚巨 月

一

比
” ”

、 ,

二 一

图 两种 数下 方程解算结果 , 其中

实线为准确解 , 虚线为参考格式 时取中

心差分格式 , 时取迎风差分格式 解 , 而

实点表示本文的二阶格式解

“ 〔 一

的情形 当 时
,

参考格式取

中心差分格式
,

否则取迎风差分格式 计

算域 蕊 簇 以长度为 的 网 格

均分 图 和表 给出若干解值分布
,

其

中 “ 。

为准确解
, , 。为本文四阶格式解

,

而
。 , 二‘ 分别为本文二阶格式和经典中

心差分格式的计算结果 比较表明
,

四阶

格式能够给出比二阶格式大为准确的结

果
,

而后者又比经典中心差分格式的结

果明显 准 确
,

且在大的网格雷诺数下具

有比迎风格式更好的分辨率
,

较准确地

反映函数值的突然变化

例 〔 和 【 中考察过的二维流动模型方程可简化为

其中

口“ “ “

“ —
一 夕

— —
二 , — — 、乙 少 不

口 ‘
口

‘

, 一
,

准确解为
‘ 一 一

计算域取为 毛 成 二 , 。毛 成 二 ,

边界上 , 值 由式 求取 为检验格式的四阶精

度
,

计算网格取 一 , 八 。 和 人 二 两种
,

算法采取双精制 表 给出 刃 ,

从 。到 , 的分布
,

刃二 ,

其中 “ 。

为准确解
, 。 , 为 二 时本文四阶格式

计算值
。 ,

和 。 ,

分别为 二八。 时本文四阶格式
、

二阶格式和经典中心差分格式

的计算值 而
,

为给定网格点上粗网格计算结果与准确解之间的误差比上细网格计算

误差 按照理论推测
,

计算达到四阶精度时网格减小一倍
,

误差减小 倍 本算例
,

接

近
,

说明在本文所采取的较粗网格下
,

格式已基本发挥四阶精度

例 考察方腔 。提 毛
,

提 中发生的 自然对流传热问题 给出了该题

计算的
“
标准解

” ,

控制方程的无量纲形式为

节 , 沙 一百
,

‘一 尸

冷豁
十 ·

箭
一

一
。

器
,

,
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农 方程
·

的解算结果 , , 人

。 ·

—
。‘

一 “

。

。

,

。

。

一
。

乓魂

一
。

一

一
。

。

,

。

。

一
。

一
。

斗

一
。

色

一

。

。

今

,

一
,

今,

一
。

今

。

弓

。

“

。

。

。

呜

。

布

。

一
。

。

今

一
。

一
。

衰 二维流动模型方程〔‘
·

的计算结果

二二 厅厅 “ 翻 “ “ ‘‘ 翻 ,,

。 。 。

廿
。 。

。 。 。 。 。 。

。 。

, , 今
。 。 。

‘‘

。 。 。

二 ,
。 。

心
。

。 。 。 。 。

口
二二 “

其中 二 一 巾 勿
, , 一 沙 加 为

,

丝
,

方向速度分量
,

为 数
, ,

为

数
。

以 ‘ 表单位方腔周界
, , 为通过 ‘ 向外的法线

,

可给定方程 的边界条

件为
沙 沙 口, 在 上

,

一
,

一
, 二 ,

口夕 , ,

一

方程 均属对流扩散型
,

可依本文四阶 紧凑迎风差分格式直接离散 方程 中
、二 。 口 二‘ , ,

士
、。 一

, , 二 二
、

, “
, 。 二 , 二 二 一 一一 一 一 一涉及 兰生 的项代表温度场对动量迁移的驱动作用

,

需有四阶精度
,

可用下式求取
一 一 一

’

一 一
’

一 一
’ 一 ’ 一

” 一 ’ 一
’
一

”
’

一
‘

口 口 ‘, 一 、 ‘ ,

, 一 ‘ , 十 ‘ , 十 。 人‘

‘

、山
、

丫 , , 卜

二 口

脱狈摄划甲 灼 沙 又 二 丁 , 一

丁万
口尤 口劣

护

口 口
和

口

丽万牙
’ 均需有二阶精度 除

护
, ,

一二 丁 川 帽 二二

口

点中心差分
,

其余各导数可采用如下近似

‘”’ ‘”· ”
‘, 一

六
丁、一 , 一 , ‘一 , ‘一 , 一 , ‘一 , , ‘”

于 口二口 、

一

‘十 , ‘ 一 、一
,

, ‘一 ,一 一 , 几, ,

口, 口 口, ‘,
,

一 了‘ , 一 、 , ‘ ,

一 ‘一 ,

‘一 ,一 ‘ , 而,
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由于式 乐 和
,

计算中将涉及边界外一点的 值
,

可由方腔内的温度值按五阶外播
式估取 而边界处的涡值

,

有如下四阶公式山

, 。

二
、 , , 二 , ‘ , 、 , , ‘ 、 , 、

互 一共气 价
,

一 沙 , ,

一 舟 互一 雪
,

乙
‘ ,

套”
’‘ 一 ’

“

当 平行于 轴时
,

为 几 当 平行于 轴时
, ‘ 为

,

和 表示通过 忿

的法线上紧邻边界的三个内点

按本文四阶格式计算
,

取 八
, ,

三种网格尺度
,

就
, , 。

一
, , 咭

和 , 三种情况进行 计算中涡场每迭代一步
,

流函数和温度场迭代 , 步 当
。

数较低时
, 。 为 而当 高达 , 时

,

增至 且取 朽 的松弛系数以促进迭代
‘

收敛 表 至 , 列出若千典型计算结果并附以 汕 的
“

标准解
”

以资比较
,

其
·

中包括 方腔中点上的流函数值
,

铅直中分线上最大 。 值
,

水平中分线上最大 ,

值
,

边界 ‘ 上平均 数
,

边界 上最大与最小 数及其位
置 其中最大值及其位置的求取是按四阶内插多项式进行的

,

而局部 数得之于
四阶差商式

。 “

标准解
”因是按网格逐级加密法二阶外推所得

,

据称是相当准确的

表 列出本文结果与
“

标准解
”

之间的百分差
,

以说明本文四阶格式的优越性 据估

计阅 , “

标准解
”

各典型参数的误差百分率在
。 。, , 少

,

, 三种情况下分别不超过
,

和

农 , 方腔 自然对流典型参擞计算结果
,

一 。 ” , 刃
。 二

几几几几 翻 ‘ ,, 夕口 。工工 “

, 一

。 ,

斗斗
。 。 。

。 。 ’’ 。

。 。 。

。 。 。 。 。

。 。

。 。 。

。

略,, 夕
。

。 。

注 表
“
标准解 ”

表 方腔 自然对流典型参橄计算结果
, , ‘

价。。 封口 二二

劣

。

。

。 。

。

。

。

。

。

又 一 ”少 ”

。

,

。

。

。

。

。

。

。

一

⋯。 。

。

。 。

。

。

表 显示各
。

数下四阶格式在 左 网格上的计算结果与
“

标准解
”

的偏差已

小于此误差限度 注意到
。

护 时
“

标准解
”

是在 汤 一 和 。的计算结果基
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衰

必。

方腔 自然对流典型参数计算结果
, , 二 哟

即 二
工

夕

沙口

二 夕
·

即
二 夕 劣

, 目 皿

一
门 川

。 。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

‘

。 。

。

。 。

。 。

。

。

。

。

。

,

衰 方腔 自然对流向题典型参数计算值与“ 标准解
”
之间的偏差百分率

无无 必二 , 口 口 一 “

。 。 。 。

。 。 。

。 。 。

。 。

,
。 。

。 。

,,
。

。 。 。 。

。 。

弓弓
。 。

。 。 。

。 。 。

础上再外推而得
,

故本文四阶格式可用粗得多的网格获取同等精度的结果
,

大大节省计算

量
。
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