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弹塑性双材料界面裂纹的渐近分析
’

夏 霖 王 自强

北京
, ,

中国科学院力学研究所
,
洲〕

提要 本文通过精确的数学分析
,

对于遵循塑性形变理论的幂硬化材料界面裂纹
,

求

得了裂纹面面力自由和裂纹面无摩擦接触两种情况下的分离变量形式的全连续 型奇性

渐近解
,

这种全连续的奇性渐近解只对特殊的棍合参数万
’

才存在 对任惫指定的混合参数

材
’ ,

我们进一步求得了含弱间断的分离变盆形式的 型奇性渐近解 我们得到的所有

解均保证了界面处的面力连续条件和位移连续条件
,

且不出现弹性双材料界面裂纹间题中所

常见的应力振荡奇性和裂纹面相互嵌人的不合理现象

关健词 界面裂纹
,

弹塑性材料 裂尖应力场二 渐近分析

引言
年

, 〔’〕首先开始研究弹性双材料界面裂纹
,

发现了裂纹尖端的应力

振荡奇性 此后在 印 年代
,

记 〔 , 〔 , ‘ 等又相继采用

各种不同的方法对类似的问题进行了探讨 为了解决应力振荡奇性和裂纹面互相嵌人的矛

盾
,

川 提出了裂纹面接触模型
,

求得了一个不再出现上述疑惑现象的解

与弹性材料界面裂纹问题的研究相比
,

弹塑性材料界面裂纹的研究则开展得晚很多

这方面的一个重大进展是由 。 〔一吕 〕在最近取得的 他们采用有限元的数值

方法分析弹塑性双材料界面裂纹尖端应力场
,

找到了一个近乎于混合型 奇异场的渐

近解
此外

,

叻 , ,

高玉立等 ’ , 、, 〔 〕 , ’ 〕 ,

加
。 ‘ , , 等也在弹塑性材料界面裂纹的研究方面作了一些重要的工作 但文

, 的解并没有严格地满足界面处的位移连续条件
本文基于精确的渐近分析

,

对遵循塑性形变理论的幂硬化双材料界面裂纹
,

求得了两

个严格的分离变量形式的 型奇性场
,

其中第一个奇性场满足界面位移
,

面力连续条

件及裂纹面面力自由条件 第二个奇性场满足界面位移
、

面力连续条件及裂纹面接触 无

摩擦 条件 这两个奇性渐近解对应于两个特定的混合参数
’

对于任意指定的棍合参

数
,

我们还求得了具有应力函数三阶导数尸 ,’ 弱间断的 型分离变量奇性场渐近解

基本理论
在单轴拉伸时

,

幂硬化材料的变形遵循 。。 公式
叮 以叮“

本文于 卯 年 月 日收到
,

受国家自然科学基金项目和中国科学院重大科研基金项目共同资助



·

固 体 力 学
·

学 报 年 第 卷

其中 , 和 。分别为无量纲应力和无量纲应变
,

即 。 万 万。
, 。 万 万。

,

这里的云。是屈

服应力
,

而万。 于。 则是与此相对应的屈服应变
,

是杨氏模量
,

为讨论方便起见
,

设 甸 一
, 。 卜 , , , ’ 一 伽

, , 卜 此外
,

和 。姗 是硬化系
数和硬化指数

以下若无特殊说明
,

上部不带横线
‘ 一

”

符号的量均为无量纲量 斜体字母
, ,

被用于下标范围
,

,
,

而希腊字母 口
,

,
,

被用于下标范围
,

按公式
,

材料的三维形式的本构关系可写成

, 仃
一 。肪‘。

圣
。 一 。

其中 。 , 叮 一 占“ 和 ,

一
仃 ’ 分别为偏应力和有效应力

,

而 , 为泊松

比

对于平面应变情况
,

式‘ 可进一步被简化成
。。 一 十 刃 , , 一 , 。, , , 一

粤一
, 。。

、‘

其中 圣,
一

, 二

一 盖
一 砂 ,

引进无量纲应力函数甲
,

各应力可写成
。中 中 。 中 。 , 。中

、

‘ 万荞 十万不
,

匀 硒
, 阔 一不咋丽

其中 中 币 云。
, , 二 万

,

为裂纹长度 这样
,

平衡方程得以自动满足

此外
,

位移 一应变关系为

翎
,

召

—
。

十 —
, 。 、

切 叭万丽
十不

一 一丁少 伪
以上方程

、

和 组成了求解弹塑性体平面应变问题的基本方程

图 所示为一裂纹位于两种不同材料的界面上的情

况
,

其中材料 的弹性模量为
,

泊松比为 , ,

硬化系

数和硬化指数分别是 和 , 材料 的各相应系数为
,

, , “ 和月

设裂纹尖端的应力场对上下两种材料具有同样的奇异

性
,

即 勿 , ,

于脚
,

以此保证界面处面力的连续性

设 中 ,

其中

将式 代人式
,

得
口脚 ‘

于脚

其中

材材料 ’场场

图 界面裂纹尖端区

乃

子
,
一 ,,

’

云 ,‘ 一‘ ‘ ,‘, ”
“于 。 二 一 ’

由于我们只讨论裂纹尖端的应力应变渐近解
,

而这时
,

式 中弹性应变 第一项



第 期 夏 霖等 弹塑性双材料界面裂纹的渐近分析
· ·

和具有 的项与第二项相比甚小
,

可忽略不计
‘

因此最后有

。街 二 “ 一 , 一 ’ 万街
,

簇 兀

街 幻 ” ’”万街
, 一 兀《 ‘

其中
·

‘

、
声、声、夕‘,‘且月卫心月了、、了‘、

,

一
。一

录
, 一‘。

,

‘月

登
,‘呻

在 《 内孟 于
, ’,

而在 一 二《 簇 内又 于卜 ’ 有效应力 , 。为

‘ 。 留

于
。

其中

应变协调方程为
, 一 、 一 、 , 、
‘ , 、 ‘ , ‘ 、 ‘ 、

一 兮一二 气 气犷兮丁二 叹
,

一 一了
, 一 , 丁二二《 川 汤

‘ · ’

一 ‘
日
‘

’

护
、 ’ ‘ ‘ 口

、

将式 代人
,

然后代人上式
,

得

「
, 、

二
, , , , 、 、 , ‘ 、

⋯
, , 、 ,

去二 一 子尝一 ’尸 , 一 , 矛 一 ’
·

的
,

成 一
’

一
’

一 ’」
一

”
、

·
,

一 」
· 、 , , ‘

一

上式中的 , 在上半平面为 , ,

在下半平面为 ,

如材料 为弹性材料时
,

协调方程为

尸 ,, 尸 二 一

裂纹尖端的位移可通过对式 积分获取 忽略刚体位移
,

这样
,

位移有如下形式

一
“ 月 , , ,

“ , ,

《 《 兀

一
“ 一 , , ,

“ 一
, 一 盆《 《 泥

其中

订
,

艺
, , ,

订。 筋 。 一 订
,

今
,

《 《 二

订
, 二 百

, 。 ,

订 筋‘ 一 订今
, 一 兀《 口《

在界面处
,

要求满足位移连续条件
, 一 厂

, 一 『
·

, 二二

按 。口 , 所证
,

倘若令
,

和 习
,

分别是材料 和材料 的切线模

量
,

且 月 ,

那么
,

当 , 时
,

由于应力的奇异性质
,

必然推出凡
, 一 这

说明当 , 时
,

材料组合体的行为更象是低硬化材料 , , 粘在一刚性体上的情况 因

此
,

从渐近的意义上来看
,

上面的式 可简化成

石 , 订 二
,

其实
,

上面的式 还可采用如下的方式简明地推导出来
,

即将式 代人

式
,

有
“ “ , ’ ‘ ,‘石广 ’十 “ ’‘ 一 “ “ , ’个‘ , ,

订不 一 。 ’ ‘ , ,

上式除以 , ’ ‘ , ‘ ,

得
“ , ’订才 “ , 一 ’一 月 , 卜奋矛

上两式中带有符号 口 的项 。 意为此项是比其括号中的量高阶的小量
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因为当 、 时
, 一伽 一

, , 卜一
,

所以要使上式 成立 必然导出式

式 最后可用应力函数表示成

、产‘、刀尹,,‘,‘矛、了、万’’一 一

“ , “ , 一

另外
,

在界面处还应满足面力连续条件
叮 一 『『

, 下痛一 而 二
,

上式用应力函数表示为
十 一 ,

’ 尸
一

裂纹面处的边界条件因其性质不同分成两种
,

裂纹面面力自由

于, 兀 二 子。 一 究 不 。 二 二 节 。 一 二

或用应力函数表示成

劝 二 ’位 二
,

一 兀 ’ 一 兀

裂纹面接触 不考虑摩擦

订 兀

、尸矛、尹‘,‘
沙口、了、

芍
, 。 兀 二 节

, 。 一 兀

于。 二 二 子。 一 派 簇

或用 表示成

’, , 二 二
,

’ 二 ’ 一 兀
, 二 二 一 笼 簇

这样
,

利用方程
, ,

和
,

的适当组合
,

即可对具体问题求解

此问题最终均可化成一个非线性齐次常微分方程的边值问题 由于边界条件也是齐

次的
,

因此实际求解的是一个特征值问题 在此利用打靶法 求解
,

而相应的方程积分则采用变步长的四阶龙格 一 库塔法 一 求解过

程中每一步长的积分精度以及边界条件的满足精度都可以按希望的加以控制 原则上我

们可以求得任意高精度的解 本文实际做时
,

把精度均控制在 一 以内

经求解
,

发现特征值 应力奇性指数 二 一 十 ,

即为低硬化材料所控制
,

等于它的相应的 场的 值

在下面的讨论中
,

我们将要用到一个混合参数
’ ,

按
,

它的定义为
‘ ,「于,

一万 蔽蔽历
此外

,

我们还要用到一个由王克仁和王自强 提

出的求解均匀材料 场的新定解方程
,

简述如下

如图 所示
,

研究闭合回路 上的 积分
,

有
‘

丫沪
洲

拼

孔
, 。。二

一
,

署
‘ 一 ” ‘, , , 。 ’

,

经分析
,

可推得方程 图 积分路径

汀。
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其中 一

摊
于二

‘ 一 于。笼。 不月节
, 。

主 汀
,

不曰

于, 节
, ,

方程 当 笋 时与定解方程 完全等效 , 但方程 是四阶方程
,

是三阶方程

全连续渐近解
这里全连续的含义是指 在材料内部

,

上半平面和下半平面的应力分量 , , ,

】

而式

叮口

位移分量“
, , “ 。 函数 及其各阶导数 直至三阶导数

’

嘟是连续的 此外在界面上满
足位移和面力的连续条件

,

在裂纹面上满足边界条件 或

幕硬化弹塑性材料与理想弹性材料之间的界面裂纹
王 〔 首先求得了精确的全连续渐近场

,

这个渐近场满足裂纹面自由边界条件
,

为 了求得全连续的渐近场
,

文 令 二
,

取 , 作为可调参

数
,

,,
,

尸
,
的值由方程 确定

,

利用步长自动调节的高精度龙格 一 库塔法

从 口二 积分方程 调节 尸
,

使裂纹面剪应力节‘ 的条件精确地得以满足

由式 不难推得
,

此时必有子。 动 。
,

或订,恤 考虑到裂纹面自由
,

王 切 选算

了于, 劝 的一组渐近场解

本文的工作是文 的继续 首先
,

我们对相应的情况重新进行了计算
,

所得结果

与王 的完全一致 图 是一个典型的算例
,

其混合参数汀
夕 此结果及以

后的所有解均按 份
。 二 】作了正规化处理

,

只有图 和图 的两算例除外

本文还求得了裂纹面互相接触的全连续解
,

如图 所示
,

对应的混合参数
,

刃

子
‘

之
口
二 、从

、
’
”
·

一二
“ · · · · ,

一
。

,

“甲灼

声
于 、》

多井二 谈》
’扩 。

‘

节二

、、口
,

一

一

, 。 一 “ 。

口

图 上部为 , 的弹塑性材料 下部

为弹性材料的界面裂纹的正规化应力角分

布汉
, 二

一

」 」 一 一

一卯
。 。

图 上部为 , 二 的弹塑性材料
,

下部

为弹性材料的界面裂纹的正规化应力角分

布汉
’

刁

着只及其宜到三阶导敬连续
,

那么由方橄 可导出尸脚也连续
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从图 可以看出
,

界面和裂纹面两处的正应力子
。均为负值

,

这说明界面裂纹是受正

应力和剪切力的混合作用 和加分析
,

即可发现
,

正是剪切的作用导致了裂纹尖端区各应

力分量的奇异性 其实这一情况在岩石之类的结构中是比较常见的

两种不同幕硬化弹塑性材料之间的界面裂纹

在此我们分析了
, 二 的材料组合

,

求得了裂纹面自由的解
,

如图 所

示 其对应的棍合参数万
夕 一

将这一结果与 。 ‘幻 的对应结果 文 中的图 比较
,

由图 我们发

现
, ,

越小
,

即越靠近裂尖
,

文 的有限元解与本文的解越接近
,

当 , ,

小到
“ ‘

时
,

我们的结果与 川 的已基本趋于一致

值得注意的是
,

全连续的渐近解其实只对特殊的混合参数
,

才能求出
,

而对于其

它任意的
, ,

一般说来这种解并不存在 这是因为对任意的万
’

值
,

由式 可知
,

在从 二
“

到 二 二 积分方程之前
, 十 ,

’
,

尸
,
和 , ,, 均已确

定
,

再无一项可用来调节以满足 处的边界条件 或

因此
,

对任意给定的
, ,

我们设法寻找一种新的渐近解 具体做法见下节

弱间断的渐近解
在此

,

弱间断的含义是指
,

在组合材料内
,

低硬化材料 大 的部分
,

其渐近解存

在 ’,, 间断 仅此一点与全连续解有所不同而已
,

王 自强在文 中通过分析
,

证实如果对某一角度
, ,

存在有 , 月 二 参见

式
,

那么在径向线 二
, 两侧

,

, ,, , 可任意取值
,

方程‘ 均能自动满足 这

一性质意味着
,

在 , 处应力函数的三阶导数 ,,
,

的弱间断是允许的

为此
,

对任意给定的万
, 的情形

,

我们设法寻找一个具有弱间断线的渐近解 令

月 十 ,

’ 一 二 ’ ,

尸 , 十 ,

尸刀 十
由方程 确定 从

“

处出发积分式 寻找值 月 的角度 , 当越过 刁 时
,

设想函数 成其一
、

二

阶导数连续
,

而三阶导数尸 ,’ 允许间断
,

调节尸 ,’ 才
,

以满足 兀处的边界条件

我们首先对上部是弹塑性材料 , ,

下部是弹性材料的界面裂纹当叮
,

时

的情况作了求解

这一情况与 〔 〕的图 中的最下面两图的情况对应
,

通过比较
,

我们

仍然发现
,

离裂尖越近
、

文 』的有限元数值解结果与我们的解析解越相近 图 同时绘出
了我们的结果和 , 。 ’〕的结果‘只绘出文 中图 的右边最后一图

由图 可见
,

从 。
。

到弱间断线的区间内
,

两种结果相符甚好
,

但从弱间断线到 二

之间则有所差异 其原因可能是文 中的有限元结果取得不够靠近裂尖
,

一
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八八八八八八 沐沐沐沐沐
图 弹塑性材料界面裂纹 扭 二 ,

的应力角分布
,

万
, 二 一 实线为本文的解

,

虚线为文献 】中图

图 ‘ 上部为作 的弹塑性材料
,

下部

为弹性材料的界面裂纹的应力角分布 材
,

二 实线为本文解
,

虚线为文 图

中靠右的最后一张图

另外
,

我们还求解了与上面的材料组合完全相同的界面裂纹当
户 ,

对
,

和 汀
, 二 纯剪 的三种情况 万

, 和万
, 了的情况分别如图 中的 图

所示
,

而衬
, 二 纯剪 的情况则对应于图 以上三种解答都为裂纹面面力自由的

解

卜百卜
,‘,升一

、

、 二 了

匕
、、一

于仪叮

⋯
, 、

李称二
一
‘

门 一‘ , , 户 ,

、并
碑

、︸七

一

‘洲一

、、
口护

尹︸

每

,

又

护,﹃︸︸碑尸、︸︵跳︸

一

一 。 一 一 。 一 。 。

、

图 , 上部为。 , 的弹塑性材料
,

下部为弹性材料的界面裂纹的正规化应力分布

材
夕 二 ‘,

化 对
’二

由于在弱间断线处
,

, ,’ , 的间断导致 阿 , 】, 一 , 笋
,

因此
,

为了确保位移场的连续

性
,

可以设想
,

在弱间断线附近存在着一个复杂应力区
,

在此区内
,

应力场不能用分离变

量的形式表示

如图 所示
,

在裂纹尖端处
,

因 , 时
, ’ ”‘ 一

,

故由式 可知
,

位移的连

续性是满足的
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灵
勺户

、
、﹄

卜卜月,‘

会

、洲产月

、

、、产

一 一

一 。 一 。

夕《二
一

一一岑
三

。

图 上部为月 、 的弹塑性材料 下部 图 复杂应力区

为弹性材料的界面裂纹的正规化应力分

布 材
夕

结论
对于由两种不同的幕硬化材料组成的界面裂纹

,

其裂尖应力场的奇性指数 即特征

值 ‘受低硬化材料控制
,

等于它的相应的 场的 值
,

即有 , 一
’ ,

这里
, 子

,

对于给定材料的界面裂纹 即 , 和 , 给定
,

全连续的渐近应力场解答只对特定的

混合参数材
,

才存在 本文找到了两个全连续的渐近解 它们对应于不同的衬
’

值 其中一

个解对应于裂纹面自由张开的情况
,

而另一个则对应于裂纹面无摩擦接触的情况 以上这

两种解为分离变量形式的 型解

对于任意给定的混合比参数值对
, ,

本文还找到了具有应力函数三阶导数弱间断的

分离变量形式的 型奇性渐近解
,

这组解均对应于裂纹面自由张开的情况

致谢 工作过程中曾与吴永礼教授作过有益的讨论
,

在此谨表谢意
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