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气泡振动的非线性祸合模型

周 显 初
中国科学院力学研究所

,北京
,

梅 强 中
美国麻省理工学院上木系

提要 我们推广了 卜 关于各向同性气泡的非各向同性模式激发的二 阶

理论 着重注意“呼吸 ”模式和“变形 ”模式之间的相互作用
,

两个模式之间的能量交换足够强
,

以致于两个模式有同量级的振幅 文中指出 模式藕合的方程组类似于其他物理领域 如非

线性光学
、

水波 所研究的方程组
,

并讨论了二种特解
,

考虑了平衡点及其稳定性

关键词 气泡振动
,

气泡的声散射
,

二个模式的非线性共派

一
、

引 言

尽管人们知道气泡表面振动是空蚀和波浪破碎产生的噪声的原因
,

但潺潺流水
、

波浪

破碎和水下喷管射出的气泡的发声机理还远未被人们完全了解 首先对气泡的声波进行

研究的是 〔 ,

他指出 在实验中
,

气泡发声的频率接近于球形气泡的径向振动

模式 所谓
“

呼吸模式
”

的频率 按照线性理论
,

只有各向同性的具有单极子形式的呼吸

模式能有效地辐射声波
,

其他的模式只产生局部的扰动
,

因为它们的体积守恒 完全的非

线性气泡振动理论从 。圆 的研究开始 早期的研究工作可参阅 和
一

『, 的评述

最近 一 们 指出
,

由二阶理论
,

一个频率为 。 的一阶非各向同性模式 健

够产生频率为其二倍的二阶各向同性模式 这种机制 与表面重力波的下述机制很相似

深人水下不到一个波长的频率为 ‘ 的一阶驻波可以产生频率为 。 的二阶压力
,

且此压勺

可达到很大深度而不衰减 他给出了具有给定变形的初值问题的解 由于他引人了各种

阻尼
,

所以即使呼吸模式和变形模式正好处于共振频率时
,

呼吸模式的振幅还是有限的

我们研究的气泡半径从 到 ‘习 指出 风波生成的气泡正好在这

个范围之内 海洋声学感兴趣的频率范围很宽
,

从 赫到 护 赫 我们着重关心水面

附近的气泡
,

所以可把气泡内的压力近似为一个大气压 〔 指出
,

对于足够高

的频率
、

足够大的气泡
,

阻尼很小
,

各向同性模式能够共振放大到二阶理论不再适用的程

度

本文于 年 , 月 , 日收到第一稿 , 年 月 日收到修改稿
国家自然科学基金委支持项目
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下面
,

我们提出弱阻尼情况下气泡共振相互作用理论 频率为 。
。

的非各向同性模

式 变形模式 之间存在非线性藕合 由于人射声波的共振散射也是探察海洋中的气泡的

一种机制
,

我们考察强迫人射声波的影响

二
、

量 级 估 计

作为参考
,

我们写出大家熟知为不计及表面张力的半径为 的充气气泡的共振辐射

频率的公式
。。 一 了

, , , 。尺 ,

其中
, 是气泡内的压力

,

是空气的比热比
,

为水的密度

在海洋表面附近
,

约为一个大气压
,

气泡的共振频率约为
。 仍。 二 一 、

赫图
,

其中 是以 , 为单位的气泡半径 因此
,

及 一 劝 。 。一 ,

可作为小参数

。 假定气饱在流体中被振幅为 的人射声波所共振
, ‘ 为气泡振动的振幅

,

于是我们可

以期望
。 丹 二 丈。

在气泡表面
,

一阶振动量的量级为
。 ,

非线性影响的量级为 人射

声波的一阶扰动和非线性分别为 及 和 及
,

的量级 两个非线性之比为

及才
, ,

一 月
,

友
,

一
‘

因此
,

考虑气泡表面的非线性时
,

远场声波的非线性可以忽略
,

所以用线性波动方程
, ,价 价

,‘

描述远场就足够了
,

而速度和压力与 必的关系为

一 砷
,

, 币

在气泡附近
,

普拉斯方程

对 《

动力学边界条件

量
,

他给出囚

三
、

气 泡 的 近 场
,

水的压缩性可忽略
,

其误差为 灸
,

速度势 甲满足拉

的小振幅气泡振动
, 卜 在平均气泡半径上展开运动学和

在轴对称情况
,

令气泡界面为 十 , , ,

的
,

精确到 的二阶

。才 一 、 一 。 ,

一券
, 。 , 。

一
, , ‘

器

鑫

十 二 。一 。吕。

一
, , ‘

一粤二
,

乙

, 、 , , , 、
八

切气 十 刁刀十 叽 刃 一 丁 气 十 少刃
一 , 压

乙

其中 。。 由 式给出
,

为表面张力系数
,

, , 。 口
,

牙 一丁一二 万丁 、 口 二二 ,

口 口以 口
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叮 记作球面平均

, 一牛
“ 师

斗兀 “

刃滋 日四
又

’ 。。、 。沁
少。

把 刀和 甲按小参数 展开

刀 刀 刃 ⋯
首项近似满足方程

刀卜 —

甲 补 十 扩华
一

卜

户 一
,

一
、 。

甲 个 一二 戈‘ 个
, 夕刀 一 八 。

, 号 一
八

首项解由各向同性模式和有子午线方向变形的各向异性模式组成

, 一‘’‘ 。 。 一‘口 ‘

切 一 口。一
‘一“ 十 人 又

”十 ‘ ·

一 ,一‘
口 ·‘ 一

“

其中 是 , 阶 多项式
,

号表示复共扼项
,

振幅 。 , 。 , 。 ,

随缓变

时间 。 而变
,

且
, 。

尸
口。 “ 。找 ,

一
一 一
宁

这些模式的特征频率由下式给出
‘。 , 一 叫 一

’ ,

乙 一 , 卜 ,

尽管在一般的初始条件下所有
, , ,

⋯的模式都可能存在
,

但是我们只着重

注意呼吸模式和第 , 次变形模式之间的接近于共振的相互作用
,

它们的频率下面的共振

条件
‘, , 。 。。 又

由于气泡半径不同
,

正确的共振条件很难满足
,

它们之间的失谐为 。二
。 , 。 毛

在气泡的平均表面上
,

二阶解必须满足下列边界条件

刀 一
‘户

,

刀 甲 一 下石刀 甲一 一 刀
找

。 、 ,

甲 ,‘ 宁汤
、‘ 个 ‘夕刀, 一 八 勿 刀

, 一 一 ”“尸
‘

一 万
一

、 甲‘夕

鑫
, ‘

一

卜 甲 ,。 功“ 。,一合
· ‘ ,‘ 一 , , ,

·

,‘

该方程除了最后一项和一处印刷错误外
,

与 的方程相同
。
甲 是轴对称的

、

满足拉普拉

斯
一

方程
,

因此
,

物
、 。 可 以写为

‘ 。 尸
,

口 ‘

口 〔凤
一“‘ 十

习︺州匀
、

︸心小习︸

甲 一 十
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其中 ‘。
、‘ 。 、 。 和

。

是 和 的待定函数
,

须要由
、

式决定
,

属 只依赖于
,

由与外场解匹配而定 把
、

代人
,

取球面平均
,

再利用 函

数的性质可得

鱼
。

生 、
。

一 兰些 。 一 ,‘“ 。 、
不

一

一

互恤一一
。三己一

, · , 。。 才 一丛
。一 。 ,

,

,
一 ’

,

把 和 式代人 斗 ,

进行同样运算可得

势 一
。 。。 一 。 。 。一‘。犷 。。。

一牛
了 。 。 ‘。

一卜
。 , 。

浮 乙 月 十

。 。一 ,‘

一
。。。

万卫冬下
。乏。一

,‘。 , 子

一 。
, 。

乙又 十

扩一
十

纂卜
·“一

‘切

一才,社器书
·“。一

’‘“ ·‘ 十 ⋯, ,

。若 一 旦上竺 。孟。一 ,口 十 。
。

才 一卫一 。三。
一 。 , , 一。 。二 。才

一

艺
一

卜

卜 尺 色
。一‘, ‘ 、。一 一

从 和 式消去
。
可得关于

为零
,

于是得到

‘。 的方程 为使
。

有均匀有效解
,

其长期性应

。

、

一 。三。‘一
‘、 一

应

其中

几

, 一
, 一

卜 一 ,
一

十

类似地
,

把 和 式代人 和 等号两边乘以
。
日 ,

取球面平

均
,

消去
。 ,

可得 ‘ 的方程
,

消去长期项可得

竺
·

一 一
, 。。。才。一‘⋯

‘ ,

其中

枯

。 一 。。

方程 和 描述了复振幅
。 、

的发展是本文的基本方程 其中的系数 几

由远场匹配决定 近场的速度势 精确到二阶 为
, 一

小子一
”·

子
”‘ ’ · 。。·“ ,一

‘。一

气万、 ,

一
一

卜 匕习 “
。
‘飞“

‘ ,
, 。· 、。。一 ,

·

, ,

十

其中
。 和

。

由 式决定
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按前面的量级估计
,

远场

与远场匹配
,

气泡的发展方程
, 》 的声波势 币服从线性波动方程

,

可以写为

币 价 扩币
。“ 奄‘一

‘ ’ 。 召。 乡 人
。

夜
, 。“ 咬。 , 一 ‘ ’一朴

。 ,

五
、

’“一‘ 十 十 ⋯

其中 及 口 ‘ , 。

记为相应于辐射波的第一类 球函数
,

系数
。、 ,

可以包含
。 和 。 项

。

在二阶项中包含了幅度为
。 、

频率与呼吸模式相同的平面人射压力

波
。

把远场和近场的速度势匹配到 扩 ,

即令

式相等
,

得到

兽 》 时的 式和 夜, 《 时的

。一
。

及
。

或
。

。

一
。

, 一

及
。 ’ ‘

或

, 。汤尺 。。一

。

一
’ ‘

、。

一‘丛 、
田 。

五
口

这意昧着 从气抱向外辐射的声波只是 。 的量级
,

而且主要来自呼吸模式

最终我们从 和 得到的
。

丽 一 一
‘“ “‘一 一

和 ‘

夜

的发展方程为

的 十 卫吐
。、。 。 ,

田

瓮 一
“。““

一 ’“‘ ““

其中
,

我们 已经把平面人射压力波的振幅
。
表示为

户。一 ‘“ 。口‘

。 是复数
,

式的第二项代表辐射阻尼

由 和 式可知
,

对于大的 , , 勺 , 是小的
, 。 , , ,

比较

大 因此
,

要影响
。 , 。

必须很大
,

而小的
。

却能影响
二

还可看出
,

频率为
,

的平

面人射波在二阶近似内
,

对这些发展方程没有影响 由 式可知
,

一个变形模式要参

加共振相互作用
,

必须有
一

非零的初值

引人无量纲化如下

了 一 , 了。
, 。一 丫

。。尺 。

‘“二 一 。, 。 , 才
。

全““一 ,二 。

一
。

丫蔽
。

其中 。’ 。 是远场人射声波的振幅 和 式变为自治系统
,

二
,

万二 一 一 脚。刀
。

一 李脚
。双 。 一 ,理几十 卢
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嘿
、

一
, 。 ,

一 ‘ 右 斗

其中 是模为 的复数
,

及 ,
一 毋 , 解

。 ‘ 。了。
, 拌 ,

一 口 一 。
。

把 和 斗 式的虚部和实部分开
,

得

伞
仓

一
, 。 一 , 。 。凡 十

,

口一
宁

,

小 拜 。

一 那 一 己一 此

贵
一 。

·

凡 十 凡

一武
’ 。

即
。

下一 — — 户
不月

—
王

其中
。 风 一 。 , ,

十

五
、

特

,

一 凡人

口
。

一

解

首先
,

我们引人能量守恒
,

升 ,
。
‘
’ ‘

·

,”一
。

,
。
‘
’ ‘ ‘ ’ 弓

该式可用来校核数值计算

第一种特解 当 的。 脚。 脚
。

时
,

也就是没有人射声波强迫项
, 不计辐

射阻尼且没有失谐时
, 、

式变为

哟一
,

些红 一 一
一

若初始条件合适
,

有解

。 。 , 。 。

这就是在非线性光学中著名的所谓二次谐波产生解 即当频率为 的高强度的人射

光通过石英晶体时会产生频率为
。

的二次谐波 若 。一
,

则 时 汉。 。,

。

】
,

而当 丁 ” 时
, 。

” 而
。

” 这就是说
,

能量由频率为 。
。

的变

形模式完全转移到频率为
, 。 的二次谐波 呼吸模式 上去了

,

使得原来不存在的二

次谐波从一次谐波中吸取能量
,

逐渐成长而被激发
,

而原来存在的一次谐波则因被二次谐

波抽吸能量而完全消失 在浅水长波中也有类似的现象 〔,

约。 内
。

一 。 口 。 时
,

有第二种特解

。 。禹
, 。

尽
。

其中
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一 士了不不一厥
, 二

一

二
一认

。 一 一
, ,

——
一 花

一

又 十 尸
一

十
一

叮

苏

若 一 。
,

则 ‘ 。 , ‘ ,

或
。 ,

对应的解为
。 。

一 或 夕
,

一
、

若 一
,

则 ‘ 。 , ‘ , 士 ,

对应的解为

风
, 士月

,

第二种特解在相平面上的轨迹都是直线
,

随着时间的变化
,

在泪平面上沿直线来回振

这二种特解的存在都已为数值计算证实
。

六
、

平衡点及其稳定性

方程组
、

有二个平衡点

第一个平衡点为
厅 ,

一 才
,

一

一 拜 ,。宁 十 产

川
。 十 斌

。

乃 拜 那 夕
尸
一 一 —产沁 一

十 环弘

物理上
,

这是强迫力和呼吸模式的辐射阻尼之间的平衡
,

而变形模式不出现 该平衡点的

线性稳定性研究可知 呼吸模式是稳定的
,

而变形模式的稳定性由下式决定

斌
。 那盆

。 拜 , 稳定

不稳定

这意味着
,

当 口 、 , 时
,

即强迫力的失谐与变形模式的失谐相当接近时
,

不稳定的
,

它可以从呼吸模式吸取能量而成长

第二个平衡点可用下法求得 令

汉。 ‘ 。 , , , 亡‘日 , , ‘ , ,

方程组
、

化为

立丝。 一
。 。 班。 才 ,

血 。。 一 。
。
一 运 。, 一 。

。

丁

变形模式总是

、

‘、会 一
‘ ,一 ‘

·

‘
’

一 “一
“。 ,

。。 ”一 ”
。

,

川
, ‘

二
。 。 、

—一 一 双 七乙口 一 口了

过 二 必 一
二 。 才 ,

卜 才
。 汉 。 。。 。一 。

。

平衡点由下式决定
。 一

‘ 一 , 麟 。

一 那 。拜
,

十 一 偏川
。 “ , ” ,

二 口, 一 日。 一
‘ ,‘ 二 ,。 。, 日 一 口

。

。

。 。 才。 ’一 环
, , ’

。

化

,
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、多、少
、、

‘曰月,一︸,

⋯
︸

‘了、
矛‘、了、, “乡

,

一 日 一 一 。 。。
, ,

一 一 了万孺 硫
对于 脚

。
。
、

即 。 的情况
,

第二个平衡点为

厅。 风

“
·

一 ‘
, “ ,

一井了了升 , 一书 了万下

这意味着强迫力与变形模式频率相同时
,

呼吸模式最终会消失
,

而变形模式与强迫力之间

则维持平衡

第二个平衡点的线性稳定性分析导致下列特征问题
‘ , , 、 , 。

其中

了。一 。己 夕乏

了 一 。 。已 夕二
己乙 厅二 干

,‘ 。 环兰。

‘ 解一。

, 一 丫 一 。
。二九

式有实数部分小于零的根的充要条件是
。 , , , ,

一 一 , 呈

式永远满足 条件 限制了参数的范围 固定 和 。 ,

通过计算可以找出不稳定

的范围 口 口 口 数值计算发现
,

这将导致 分叉而进人浑沌状态
。

有关数

值计算方面的情况
,

我们准备另文发表

七
、

结 论

我们用渐近匹配方法导出了气抱振动的呼吸模式和变形模式之间共振相互作用的基

本方程 和
,

指出了二次谐波产生特解
,

讨论了稳定性
,

得到了如下结论

从匹配中知道
,

与变形模式频率相同的远场压力扰动在精确到 。’ 项
,

对共振

相互作用没有影响
,

而变形模式要参与相互作用
,

其初值不能为零

二次谐波产生特解说明 在没有外部强迫力
、

没有辐射阻尼
、

没有失谐时
,

初值为

零的呼吸模式
一

可以被变形模式激励
,

而从无到有
,

把变形模式的能量全部吸收过来并取而

代之

呼吸模式的辐射阻尼和外部强迫项处于平衡态附近
,

且强迫力的失谐与变形模式

均失谐相接近时
,

呼吸模式是稳定的
,

初值小的变形模式总是不稳定的
,

它可 以从呼吸模

式中吸收能量而成长

在第二个平衡点附近
,

外部激励的失谐满足 口
一 口 ‘ 时

,

两种模式都不稳

定
,

数值计算指出将导致 分叉而进人浑沌状态
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