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对流一扩散相互作用结构的不变性
‘’

高 智
中国科学院力学研究所 , 北京

提要 本文提出并证明了不可压缩剪切层流中对流
一
扩散相互作用结构不变性诸定理 即

二难剪切层流与其线性化及非线性扰动存在同一的对流一扩散相互作用结构
,

且物理 尺度 指

时间
、

空间和速度尺度 相同 给出十个推论
, 例如 对流

一

扩散相互作用可在剪切层流及其扰

动场内“ 激发“ 快时间 尺度和小空间尺度结构 , 线性化稳定性原理的约定对剪切流体系统成立

等 应用题例导出计及时间
一

空间尺度效应和非平行流效应的广义 卜 方

程
,

证实它有两个粘性解 阻尼层解和干扰层解 经典 方程及其两个粘性解 边界层解和

临界层解
,

卜 稳定性理论基本方程及其两个粘性解
,

均是本文 方

程及其两个粘性解的特例

关键词 粘性流动
,

剪切流动
,

尺度效应
,

流体运动稳定性
,

粘性一无粘干扰流动

一 引 言

对剪切层流
,

经典边界层理论 〔 给出的时间尺度和流向长度尺度分别为观察时 间 尺
度 和边界尺度

,

这里 为常数是特征流速 文 〔
,

提出剪切层流的空间尺度和

时间尺度沿流向变化的概念
,

阐明对流
一

扩散相竞争
、

粘流
一

无粘相千扰能够
“

激发
”

空间为

小尺度和时间为快尺度的剪切流动结构
,

并给出了这种剪切流动结构及其物理尺度随流

向的演变规律 我们容易想到
,

这种空间小尺度和时间快尺度流动结构的演变必然与流

动的失稳
、

转挨
、

分离和分岔等流体物理现象紧密相关 由此可以推测
,

基本流动的扰动运

动 包括小扰动和有限扰动 亦应存在物理尺度随流向变化的扰动结构
,

且扰动结构应与

基本流的流动结构在在对应关系 本文的目的就是证实上述概念和想法

二
、

预 备 知 识

粘性剪切流 例如边界层流
,

射流等 满足如下非定常
、

二维不可压缩 一

方程组
“

鲤
。 ·

哟 。 一 一工
一

仰
一 。

铲 。

一

」

其中 。 一 “ , , , , “ 、 “ 分别为 轴和 轴方向的流速分量
, 、

和 分别为压力
、

密度
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和运动粘性系数 没 方程 的解为 “ , , ,

力
,

对解 叠加小扰动量 夕一

寿
, 价 , 动 户

,

其中
、 左 , 汐 , 路 ,

是未扰流特征流速 把 夕 代人 方程
,

消去关于 变量的等式
,

并略 去
·

云 项
,

最终得到如下的线性化扰动量方程

组
, ·‘

, 母 一

舀

口
《 小 哟 。

以应
·

哟 。 一 一 工 哪
二

铲。

其中 舀 公
, , , 动 ,

若 动 一 ,

线性化扰动为二维扰动 对 方程 的惯性力项和

粉
、
性力项及对扰动方程 的对流输运项和粘性输运项作分析可知 对流

一

扩散相互作

用在未扰流和挤
‘

动流中
“

激发
”

的局部流动结构和扰动结构
,

其内部尺度 亦称 物理尺度

应与 。 数成幂次关系
。

故对未优流和扰动流分别有

二。乙及 。

一
,

。乙尸尸 一 , , , 。。 一 , 及 。一‘
一 互 尺君一

,

龙

, 。‘ 尺。一
, 。 。 尺 一

, , 及 。 一 匹
,

一 田

分的 乙尺 一分二 ,

夕的 尺 一 方, , 会的 一瘫 召。
一

互 尺。一 ”,

左。亡尺 一月“ , 汐。亡尺 。 一 污 , , 必 。亡尺 一‘。

其中
、

亡 分别是未扰流和线性化扰动的特征速度
,

亡《 为与边界尺度同样大小的

特征长度
, 。 一‘

为外部强加的或 边界的特征振动频率
、 ‘ 为减缩频率 本文设 二 一

,

对高频 。一‘ 》 和低频 。 一 , 《 。 情况需另作讨论

三
、

对流
一

扩散相互作用结构不变性诸定理

定理 二维线性化扰动存在与其未扰二维粘性流同一的对流 一扩散相互作用结构
,

且时间
、

空间和速度尺度 简称物理尺度 相同 反之亦然

证明 已知未扰二维粘性流存在惯性力
一

粘性剪切力相互作用结构 包括粘 性 限 尼

层和干扰层流动结构“
·

, 阻尼层中粘性阻尼为主要过程
、

切向惯性力项与粘性剪切力相

、

怜啊 “ 互甲叨 ,

苦

全竺 。

数 。二 、 , , 、 , 、 , ,

和 ,

仑竺 ,

并由连续性条件 粤。粤
,

推知物理尺度 中诸尺度指
口

生阻尼层满足如 下关系

一 飞 一

奋“ 二

一
,

,

二
, 一

合
‘

一
二 ,

, ·

一
, · ,

,

” ,

一
刀 刀 , 、

一 刀“ 一 , 一 俘 , 二

一
,

十 移 , ,

这 里足标 表示阻尼层 由于 二 , ,

当 。 时阻尼层在 方向的尺度小于在 方

向的尺度
, , 叨清况的讨论见推论部分

干扰层中粘性力作用下的法向动量交换为主要过程 , , ,

项同样大小 二

李。刀

煞。孚
,

再利用连续性 娶。婴
劣 一 不 口 口

法向惯性力项与粘性剪切力

、

干扰层与阻尼层交界处切向
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一

扩散相互作用结构的不变性

长度尺度
、

速度尺度相匹配诸条件
,

推知物理尺度关系 中诸尺度指数在干扰层满足

如下的关系

一
,

一

音
, · ·

一
,

,

二
,

一

专
‘

一
,

一 ,

· ,

一 专
仁‘ 一 一 一 , , 一

香
·

一
,

,

。‘

一 一
。 。二

一 。 ,

这里足标 表示干扰层 由关系式 可知 干扰层在 方 向的尺度仍小于在 方 向

的尺度
,

即千扰层在 夕方向仍为薄层
,

但比阻尼层厚

由未扰流阻尼层定义 以及物理尺度关系 推知如下关系必然成立

口左 左 口左
, “ 护左

一 毛门 “

—
以 〕沙

—
‘ 沙 一一 以 刀

—口 口
‘

上式表明 线性化扰动存在与未扰流阻尼层相对应的
、

扰动量对流输运与粘性扩 散输运

相竞争的优动结构
,

为方便起见仍称该扰动结构为线性化扰动的阻尼层 由式
一

以

及方程 导 出的关系

丝
,

二 丝
口 口

推知 线庄化扰动物理尺度关系 中诸尺度指数 分
二 、

分 , 、玲
。 、

‘
。,

和 分,

在线性化扰动的

阻尼层 中满足如下关系

‘ , 一
合

‘

一
十 ”

·

, 一 ‘

一
”· ,

一
合

‘

一
十 ‘·

一 ”·

一 ”一 ‘
·

一
‘

·
‘· ,

一合
‘ 十 二 一 ‘·

,

分,

一 。“ ‘

分
工 、 ·

把关系式 和 加 以比较
,

即可推出

左二 。 , , ‘ , , , , 分‘ ,
·

,

此外
,

由于 一人 十 分,

仅受限于一个约束条件
,

故可令

难
“

一 , 二
,

则有

分
,

一
, ,

‘

,

在式 和 匀中
、

足标 代表线性化扰动的阻尼层 由式 和 可知
,

二维线性

化扰动存在对流输运与粘性输运相平衡的阻尼层结构
、

且物理尺度与未扰流阻尼层的物

理尺度一致

由未扰流干扰层定义及其物理尺度关系 推知如下关系必然成立

丝 。。

丝 。。丝 。 ,

丝 。 丝 。 ,

些
口 口 口 口 口 口

关系 表明 二维线性化扰动存在与其未扰流干扰层相对应的
、

法向对流输运和粘性

扩散输运相平衡的扰动结构
,

为方便起见仍称该扰动结构为线性化扰动的干扰层
,

并由关
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系 和 推出

、, ,

一 粤 一 , 二
分

,

一 一 , , ,

一 方 , 牛 ‘ , , ,

”· ,

一
奇

, “”· ,

一
‘一 ’

一 ”一 ‘
· ,

一
‘

· ”, ,

二
,

一
专

‘ ,

一
‘·

,

分 一 ”, 分二

一 刀“ 分

把式 禾口 加以比较
,

容易推知如下等式

月 俘二

一 称二 , 滩 , , 办, , ”

由于 一月“

十 丹, ,

仅受限于一个约束条件
、

故可令

分“ ,

一
, ,

一
,

。

则有

分,

一 。 ,
·

这里足标 表示线性化扰动 以及未扰流的千扰层 式 表明线性化扰动千扰层的物

理尺度与未扰流干扰层的物理尺度一致 至此定理 的正命题证毕
,

下面证明逆定理成

立
。

逆定理证明 已知二维线性化扰动存在切向对流输运与粘性扩散输运相平衡的阻尼

层结构
,

即关系 和式 同时成立
,

由此推知如下关系

口“ 口 口“ 口沙

—
‘ “

—
汀 , 万

—
,

—
以 ,

—多 名

成立
,

且式 成立 进而 由式 和 推出
俘 ,

一 瘫 , , 刀 。

汽 , 称 ,

一 舟

且由于 一 十
,

仅受限于一个约束条件
·

,

故可令
,

一 左
, ·

则有
,

一 分, 、 ·

因此未扰流存在切向惯性力与粘性剪切力相平衡的阻尼层结构
,

且其物理尺度与线性化

扰动阻尼层的物理尺度一致 同样地
,

已知线性化扰动存在法向对流输运和粘性输运相

平衡的干扰层结构
,

即关系 和式 同时成立 由此推知

吐 。 ,

丝 。 ,

之竺
,

丝 。 丝
口言 己戈 口

’

成立
,

且式 同时成立 进而由式 和 推出
称二

一 分二 , 刀 分, , 移 , 分,

由于 一 、 、 仅受限于一个约束条件
,

故可令
”,

一 分
,

则 有
作 , 分, ,

即未扰二维剪切流存在法向惯性力与粘性剪切力相平衡的千扰层结构
,

且其物理尺度与
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一
扩散相互作用洁构的不变性

线性化扰动干扰层的物理尺度一致 至此定理 证毕

定理 线性化三维扰动存在与其未扰二维剪切流同一的
、

在未扰流流动平面内的

对流
一

扩散相互作用结构
、

且物理尺度相同 反之亦然

证明 在线性化扰动为三维的情况下
,

定理 的所有论述仍成立
,

故定理 成立 此

外
,

关于 轴方向的扰动运动
, 动 、 分的尺度

,

因而尺度指牧 一滩, 分 仅受限于如下的一

个约束条件

丝 , 丝 。 丝

定理 非线性二维扰动存在与其未扰二维粘性剪切流同一的对流一扩散相 互 作 月

结构
、

且物理尺度相同 反之亦然

证明 对 方程
一

的解 一 “ , 。 ,

护

把 夕 代人 方程
、

消去关于 的方程

一

熹加非线性扰动 量 口一 左
, ,

户
,

、

得到如 非线性扰动方程

丝 十 应 哟 十 哟云 十 舀 哟舀 一 一 生 郊 十 ,

护应

其中 舀 一 左 , 沙 , 。 非线性二维扰动的时间
、

空间和速度尺度仍表示为关系
,

但扰

动特征速度 亡不满足 亡《 的条件
,

故关系
·

和 应分别改变为

器
的 ·

器
的 ·

器
的‘

爵
的 妙

霎
多‘

器
的‘

器

器
的 孙

器
· ”

器一窦
的 刀

省纂
多 “

器的 ”

黔
用关系 , 和 分别代替关系 和 后

,

除对 一分
“

条件外
,

定理 中的听有论述依然成立
,

故定理 成立 此外
,

约束条件
,

对阻尼层 和干扰层 一 分别为

一在
“

分
,

一 一 玲,

和

干 分 增加一个新的约束

对 一‘。‘ 分
二‘ 增加的新

,

一

一介。
分

二

一 一 十 方 ,

四
、

推 论

关于流体运动稳定性理论方面的 个推论

推论 若线性化间题 的解随时间和空间衰变
,

对流 一扩散互作用扰动结构及其

物理尺度
“

存在
” ,

零解 夕 左 , ‘ , 必 劫 一 为渐近稳定 则未扰粘性流的对流
一

扩散互作

用流动结构及其物理尺度
“

存在
” ,

夕一 或等价地解 一 “ , , ,

川为 方程 的

渐近稳定解
。

推论 若线性化问题 的解随时间或随空间无限增大
,

对流
一

扩散互作用扰动结

构及其物理尺度关系将遭
“

破环
” ,

零解 口一 左
, 砂 , 必 灼 一 不稳定 则未扰粘性流对流

扩散互作用流动结构及其物理尺度关系亦将遭
“

破环
” ,

零解 口一 。或等价地解 一
,



力 学 学 报 年 第 卷

, , 口
力为 方程 的不稳定解 未扰流失稳条件与其线性化扰动不稳定条件一致

推论 若非线性问题 的解随时间和空间不发散
,

对流
一
扩散互作 用扰动结构

及其物理尺度
“

存在
” ,

解 夕一 左 , 汐 , 。 刃 为渐近稳定 则未扰流对流一扩散互作用流动结

构及其物理尺度
“

存在
” ,

解 夕或等价地解 。 , , , 。 为 方程 的渐近稳定

解

推论 若非线性问题 的解随时间或随空间无限增长
,

对流
一
扩散互作用扰动

结构及其物理尺度关系将遭
“

破坏
” ,

解 夕一 左 , 沙 , 。 刃 不稳定 则未扰流对流
一

扩散互 作

用流动结构及其物理尺度关系亦将遭
“

破坏
” ,

解 口或等价地解 。 , 。 , 口 川 为 方

程
,

的不稳定解 未扰流失稳条件与其非线性扰动不稳定条件一致

由结构不变性定理 卜 容易推断 推论
一

成立 推论 和 其实是关于无穷维系

统线性化稳定性原理所作两个约定囚的翻版 可见
,

结构不变性定理为流体系统线性化

稳定性原理所作两个约定
,

提供了一个数学上不严格
、

但直观合理的证明

关于分析和计算未扰流及其扰动方面的 个推论

推论 对流 一扩散相竞争能够在粘性剪切层流及其线性化和非线性扰动运功内
“

激

发
”

时间为快尺度
,

流向及法向方向长度尺度为小尺度 即空间为小尺度 的流动结构和扰

动结构

推论 的正确性是显然的

推论 二维粘性剪切层流及其线性化和非线性扰动的对流
一

扩散互作用流动结构
,

扰动结构及其物理尺度可用双参变量来表征

推论 的正确性是显然的 由结构不变定理的证明内容可知
,

例如可用物理尺度 指

数 , 二

和 , 作为双参变量

推论 二维粘性剪切层流或其线性化和非线性扰动阻尼层的切向速度 。 或 左与法

向坐标变数 成线性关系时
,

结构不变诸定理依然成立
,

且对流一扩散互作用流动结构或

扰动结构及其物理尺度均可用单一参变量 例如 , 来表征

证明 已知阻尼层切向速度 , 或 左与 成线注关系
,

故在对流一扩散相互作用下
,

若

阻尼层厚度改变 。一 加儿 倍
、

则切向速度尺度亦应改变 。一 娜 倍
,

再利用
、

和 诸式
,

容易推出如下关系

” , ,

一 方
“ , 协

一
, 移 口 分, 一 那 ” ,

在
, 一 仍

十一
︸

” ‘
二

“

一
,

一 ”二

一 丹二 , , 一 左, , 刀 , 一 刃, 一 巫
,

分,

一 分,

一 ” ,

一 摊

其中 , 为单参变数
,

。

提
一

工
,

对流
一
扩散相互作用结构趋向各向同性

,

参见推论︷

推论 对 二 。 的对流一扩散互作用结构及其物理尺度做 “ 。 、 ‘ 灼数学变

换
,

可得到
。

的对流一扩散互作用结构及其物理尺度 反之亦然

为方便起见
,

推论 可被称为对称定理
,

结构对称定理的正确性是显然的

推论 若 川 一 川时存在对流 一扩散互作用结构
,

则此结构必为各向同性
、

相应地
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一
扩散相互作用结构的不变性

速变及空间尺度亦与 方向无关
,

且各向同性结构的物理尺度为各向异性对流
一
扩散互作用

结构物理尺度之极限

证明 由
、 、

和 诸式推出各向异性对流 一扩散互作用结构尺度指

数的吸限分别为

俘 二

一 分
二 ,

一 路 二 ,

一 分二 逮

一 , 一 左,

一
, 玲, 斗

移 , 刃,

一
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‘ , 刀 。

一 方,

一
刀 ,

一 ‘ ,

, , 、

一 , , 、

一
,

一 、了 ,

一

合

‘

于

对物理尺度为单参变 琳 表征的情况
,

参看推论 ,
, 水 一 合时对流 一扩散互作用结构趋向‘

向 司性
、

即 。 一

合时式 ‘
·

, 成立
·

顺便指出
,

各向同胜对流 一
扩散互作用结构应与

、 统计平衡结构 或最小涡旋尺度一致 事实上
,

假设湍能耗散率 。的衅 和

流侧能量变化率 。的少 为同速率
,

则有

‘的
誓

‘’‘ 的

令
“‘

“ 了 一 ”“ ’“
‘
的
孚

‘

袋
“一 ”‘

一 半
的

一

、

、、、、一石一,一乙户一”一梦、

这里 和 。 分别为 川阳 统计平衡速度尺度和长度尺度 〔

推论 只要对流
一

扩散互作用结构为各向异性且 。 数足够大时
,

描述相应流动的
一

方程组即可化简
、

且存在适合于全流场 包括互作用流动结构 及相应

无粘流 的单一方程组 —简化
一

方程组
,

或称扩散抛物化
一

方程组

证明 推论 的假设成立时
,

相应 一 方程组中诸项的大小将存在数量级差异
,

故

可把 方程组合理化简 对 方程
、

适用于全流场 包括对流
一

扩散互作 用流动

及相应无粘流 的简化 方程组 在 。 。 和 。 , 时分别为

一

擎
、 、。

·

的 。

一 土 △, 。
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塑
夕

‘
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奥
。 哟 。 一 一 二户 妙

热
口 犷

斗 , 。

斗

可见推论 是已有简化 方程理论 『, ·

的一种推广

五
、

讨论与应用题例

讨论

对流一扩散互作用结构不变诸定理及其推论表明 这类流动的最一般情形可 用 双 参
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变量来表征
,

例如用尺度指数 ‘
、

和 气 来表征 反过来
,

任一数组 、 和 、
,

是否都能

代表一种真实剪切干扰层流
,

这个问项并未解决 但是
, , 二 、、 , ,

满足如 下的约束关系

再 一 ‘ 乞 一 火

与其它尺度指数至少还应

气一气

气十
一 粤 一 , 二
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二

图 二维剪切层流及其线性化和非线性

扰动物理尺度指数满足的约束关系 , 参见

式

月 ” ,

一
称 , , 。 ,

丹, ,

左
卜

舟, 左 一 , , ,
·

图 给出物理尺度指数满足的约束关系 图 则给出

物理尺度指数随单参变量 的变化关系
,

图中标出了

若千特例
,

这些特例分别对应经典边界层
、

临界层〔
,

, 、 一

理论【 · ”三层和 叨

统计平衡长度和时间尺变

州司洲司
卜

日

一 一 一 一而一 一 厂
“

刃
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可
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,

图 对流
一
扩散互作用流动结构和扰动结构

、

定义及其局部物

理尺度和坐标关系示意图

图 对流
一
扩散互作用结构物理尺度指

数 ”一 ” , 、、分二 、
分, ‘、 , 、 和 分, ‘ 随参变量‘

的 变 化 图 中 。 指经典边界层尺度指数 ,

△ 范界层 ,

理论三 丢 几 统计

平衡长度和时间尺度指数

应用题例

推 导二维近平行层流稳定性分析的基本方程 广义
一

方程 已

知二维近平行层流的对流
一

扩散互作用结构及其物理尺度 可用单参变量 来 表 征比 ” ,

也

见本文关系式 迁 令

。一 鲤 一 鲤
口

’
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一

扩散相互作用结构的不变性

再做 二 ,

心一
,

的数学变换
,

变换关系为
二 一 。一 ,

一 。一 , 。 一 , , 。 、 工、
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声一
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其中 。 一
, 。一 , , 一 。一 , 一 常数

, 。 毛 伙 , 一 工 对应于层流边界层发生分
资 斗
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, ‘

一
, 。 。 , 一 。 刀 , 中 石

,

方程 , , 可称为广义 一
方程 在 。 、

且 , 、

的条件下
,

广义 方程 约退化为经典 方程 ,刀 二

— 时
,

广义 方称 则 与

一

稳定性理论 田的方程一致 对方程 约作分析推知
,

它存在两个粘性解 它

们是分别相应于扰动阻尼层和扰动干扰层的解
,

因此 当求这两个粘性解时应分别作变换
,

,
, 、 ,

这里
、 ,

并有
, 一 一“

一

’一 ‘ , ,

对阻尼层
, 一 ,

夕 一‘, 丹
一

, 加 , 对干扰层
,

可见
,

一 。且 。 时
,

阻尼层解和千扰层解分别是经典 方程的边界层解和 汇

,

临界层解 。 “ , 一 粤时
,

阻尼层解和干扰层解分别相应于 , 一 。 稳定性理
斗

,

一 一

论的下层解和主层解 ’‘刃 此外
,

若令

广义 方程 , 一
劝转换为

于 。 ,

一
, , 、 一

才

乙

—

。, 一 尸 一 , 。 一 龟 。

口才

· , · , 一 “ · 、
亏

可见扰动波数 。 、

传播速度 ‘ 或频 率 。 一 。 与流向长度尺度及时间尺度有关
,

因此空

间小尺度
一
时间快尺度流动结构沿流向的演变对流动稳定性具有重安的影响

,

迸一步的分

析和计算将在另文给出

庄逢甘教授和徐复教授提出不少宝贵建议
,

作者深表谢意
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