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摘 要

我们采用一种 方法用于 川对流控制的计算模拟 本文着重在数值上考察了这种

应用 结果表明
,

这种 方法的应用是成功和有效的
。

一 已 兰
自

、 砂 皿 马

在低重力或微重力环境中
,

浮力驱动的自然对流几乎消失 这为需要高质量的材料生产

提供了理想的条件 在熔体悬浮区生长晶体的液桥模型中
,

表面张力驱动的复杂对流变成了

重要过程 〔
一 」
为了避免太空实验的不必要失败

,

对这种非浮力驱动的对流力深入的理论研

究和数值模拟是非常必要和有重要意义的

此文仅考虑液桥模型中 对流控制的有限差分数值模拟问题 模拟方法采用

一种隐式交替方向法 结果表明
,

此 方法能有效地用于 对流控制

的模拟计算
,

特别地适于中等大小 数的情形

二
、

数 学 模 型

考虑熔体悬浮区晶体生长的液桥实验模型 在此模型中
,

主要过程为表面张 力 驱 动 的

对流 如图 所示
,

实验液体置于两个半径相同的同心圆盘之间
,

上圆盘保持

常 高温
,

下圆盘保持 常 低温 液桥自由面上由于温度分布不均匀而产生表面张力梯

度
,

驱动液体对流 如果在自由面上加上某种作用
,

则成为带控制的 对流

如〔 〕
,

假定液体自由面是平的
,

流动为不可压缩和轴对称
,

并忽略自 由 面 上 的 热 损

失 在这些假定下
,

使用柱坐标 见图
,

通过无量纲化
,

则液桥模型的流函数 —涡度
年 月 日收到
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形式的控制方程为
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其中 和 分别为径向和轴向无量纲坐标
, “和 。分别为 向和二向的无量纲速度

,

为无量纲

温度
,

参数
,

刀 △ 加
“

为 数
, 。
一 闰 △

·

加 , 为 数
, 。

而 △ 洲 为 数
,

为表面张力
,

为温度
,

为长度
, 拼和 为粘性

系数
,

刀为体积膨胀系数
,

为重力加速度
,

为传热系数 流函数沪和涡度亡的定义为

一
食
一

器
, 。

一令
“一会一留

沪
日

相应的边界条件为

在二二 处 沪

在之二 处 砂

。,

器
一 , “一

。,

器
一 。, “一‘

。,

鲁
一 。, 一

豁在 一 处 势
,

一一
。一了一

口一之口一︵

在 〕处 劝一
,

雪

在式 中
,

是液桥自动面上的控制参数
,

它代表外加作用 在液桥自 由 面 上 的 大

小 当了 。时
,

即得通常的无控制液桥模型

公式 和 构成液桥模型 对流控制的基本数学模型

三
、

差 分 格 式

基本思想

对于方程 的计算
,

我们采用文献「 〕中的格式 —一种隐式交替方向法
针对 涡流模型

,

〔 〕的计算结果表明
,

此差分格式具有较好的数值稳定性
,

特别适

用于中等大小的 数情形
,

且较易于边界条件的处理

对于 , 所属区域〔
,

〕 〔
,

〕
,

采用 非等距 矩形划分 令
, 一 , 一 ,

其中 和 为某些正整数 记
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于‘二 一
, , ,

⋯ ,

牙, 二 一
二 , 二

, ,

⋯
,

则计算中使用的 非等距 网格点为
‘ , , 护‘ , 艺, ,

其中

,

⋯
,

八 一
,

⋯
,

‘

台自
于口自

劣

‘ “ 一 ‘

。为调节参数 注意到 、 时
, 二 、二 , 因此只要 充分小 例如

’‘” , 则网格

几乎是均匀网格 为方便起见
,

以后把均匀网格记为 一 情形

从 也可看出
,

越大
,

在任一方向的靠近边界处划分就越密

时间上的增量为 △ 在整个计算中不变

假若夕
、

俨和少均已知
,

则从时间 △到 十 么 的计算过程为
’

利用 和边界条件
、 介

和吵
”

计算亡
” ’

。

利用 和边界条件
、

互
” ,
计算劝

” ‘

。

利用 和边界条件
、

势
” ‘和右

”十‘计算
” ’

涡度和温度方程的差分格式及相应边界条件的处理

注意到 和 都具有如下形式

留
一 ,

一

翼 功
, 上 , 石一 功

「 透
十充

一

护 十 望
一

牟
十

念〕

其中刀取 或 记

为式格裂分的用使么汁协
‘

︸刀刀

、少飞肠
一八

“一嵘 赶于、 二

口 一

口

口 口么

肠 ”而十万
一

而丁

以及与之相对应的差分算子
, , ,

为 ,

、‘,于‘,。 八
‘
、

, ,

气乙 一飞
一 了、‘“ 价一 气

一 么才
乙 一石 了、

乙

“十誓
一

“
加

”

‘

了一 么 、
, 二 ,

砚乙 一 二 了生 , 功
‘ , ’ ‘

、
‘

十么 功
”
十么

功爷

其中 为恒等算子
, , , 和 均采用时间 八 的的值

,

算子 和
二

的定义为
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二

诱, , , 功‘
, , , 一价‘

, , , 一

—

一
门 一

口

一下
—
一

之 , 尸兮 , 乙

诱‘
, , 一功‘

, ,

功‘
, , , 一功‘

, ,

了一 , 一

功‘
, , 一功‘

, ,

之 , 一 夕 了 一之夕 夕一 之矛一

功‘
, , 功‘

, , 一功‘
, , 一

一一 —
一一一 —一 「之 一艺了一

一 川 功
‘ , , , 一功‘ ,

了 一 之

, 十 一 ,
鱼少卫二也丝
一

功‘
, , 一功‘

, , 一

一 之 一

人⋯

, ,

和
,

有相似的表达式
。

在分裂格式 中消去尹 , 得到整步格式为

史佘少
一
音

·

,一
·

‘
·

, 合
·

‘
”‘ ’ ,

‘
”

,

功
·

。一肇
,

功二
‘一 ,

功
任

结果格网剖分是均匀的
,

则对于定态解格式 因 而 格 式 的截断误差为

。
, , , 、 ,

。
, , 。 、

。了
‘ ,

口名 、
, ,

口 、
, ,

一 二 一
、。 “

, 。 ,

、
孟 人票 么

·

人 芸豆 △
·

人, 一

昙 、 因此可知
,

要使截断误差较小
,

必须使一 ’ 一 ‘

”
一 “

一 ’ ‘ ’

一 、一
’

一 口
子 ’ 一 、一

’ 一 「

口
‘ 护“ 产 ,

’

一 一一
’

一
’

一
‘一 、

一

用适当小的时间步长

虽然格式 不具备二阶精度
,

但通过适当取时间步长仍可得到较精确的解 同时
,

格

尸

寸‘
,

么
一

式 中的算子 二 一夸
“
如
“一 都给出三对角对角占优矩阵

,

因此
,‘

·

’

对网格 数没有什么限制
。

考虑相应边界条件的处理 对于涡度雪, 由方程 及公式 、 知
,

其边界

条件为

在 一 。和二一 处 一
告令

在 一 。处 一合
、

癸
在 , 一 处 一

器一
中的第三式的处理是平凡的

,

而对第一
、

二式的处理为

、
、

气

卿 一乳
之。一之 砂贾

,

任窗而万呱石二蔽刃一
一 雪

,

一赵心二星过竺乞 ,

一之
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‘

, 一 , 功
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, 一
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, ,

⋯
,
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其中 〔
,

门为 边界 松弛参数 对于均匀网格
,

的第一和第二式具有二阶截断误

差
。

对于温度口
,

在 和二一 处的边界条件的差分处理是平凡的 而在 一 。和 , 一 处边界

条件则使用二阶精度格式 〔 下 例如在 一 。处

“ 、一汁‘ 票琳挤乒
召竺‘ ,

,一 , 一了 ,

格式 需要尹在 和二 处的函数值 这些值可以从 的第二个方程应用于边

界“一 和之 上算出

乙苦
一 。

例如
,

二 八 、
,

玄 了、‘
·

夕“ 占

流函数方程的差分格式及计算

方程 忱 的差分格式通过中心差分离散而得到 差分方程的求解
,

采用参数为 的

线 方向 迭代方法 迭代的收敛准则为

一
。势公奋“

十 ‘ 一沪甚
劝 奋‘

“ ”

一‘

定态解的判别准则

记

二
功妥奋 一功芬

, ,

功 奋
功二亡

, ,

当计算满足

岌
, ,

‘、 , ·

时
,

则认为定态解已达到 下面
,

如不特别声明
,

均表示取
一

,
一“

四
、

数 值 结 果

第三节第二段的分析表明
,

虽然交替方向法 的稳定性对时间步长 八 没有限制
,

但

时间步长 八 的选取对格式 相应于定态解的截断误差有影响 为了考查时间步长对解精

度的影响
,

表 和表 给出了在典型参数值下使用均匀网格和非均匀网格时不同时间步长选取

表 时间步长 △才的选取对解精度的影响
, , , , 下

二

一

均匀网格
,

、,
△考 梦 亡 城

, , 一

训

一 斧

一 一
一

一

一

一

一

一

了 一

一

一

一

一 一 了 一

一 一 一

一 一

一 一

时 间

长铸

一 表示 只 一“

二 时间以秒为单位
,

计算是在 上进行的
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的计算结果 比较这些结果
,

可以明显地看出
,

除了涡度乙处
,

时间步长的选取对其他结果

的影响并不大 而且即使考虑进涡度乙
,

如果取适当小的时间步长 这里 △宕石
,

时间步

长的影响也是很小的 在表 和表 中 《 的结果中
,

各量的相对误差均石 呱

衰 时间步长夕的选取对解精度的形晌
。 , 。二

, , , 丫二

非均匀网格
, ,

‘
、一乙口

△‘

⋯一
, 喜

,

玉
二 三二

一一一一

严吃冲
’

⋯ 二
一 又一

一

。 一 一

一 一
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一 一

一
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一

一

岔吸产份 ⋯学
州洲洲巍

表 和表 给出了不同网格下的比较结果 可以看出
,

网格的选取对结果的影响是相当大

的
。

例如
,

在表 中网格 和 下的涡度雪值的相对误差竟达到 肠
。

因此
,

要

到得较精确的计算结果
,

必须使用适当细的网格 例如均匀的网格 与 的各量值

的相对误差均小于 呱
,

因而
,

使用 的均匀网格
,

就可得到较精确的解

裹 网格创分对解精度的形晌
尸。二

, 。 , , ,

均匀网格
,

△犷二 。
, 。

引 二叫蛋
二兰卜掌吩⋯卑份

·

一 ’
·

性一
”, ”

·

” ” , ”
·

“
·

“

⋯一
‘
·

仁一 , “
·

’ “
·

“ “
,

“
·

⋯一
‘

·

性一 , ”
·

‘ ”
·

“ , “ “

“
·

“ 】一
·

“ ‘一 ”, ”
·

”
·

” ”
·

“

时 间

一

一

一

一

“

一 一

一 一

一 一

一 一

衰 网格创分对解精度的形晌
。 , 。 , ,

二
, 了

非均匀网格 二
,

夕二 。
, 。

口 。 口
, 合宁 ⋯

。 。
,

合
。
合

,

合
。

·

合
一

一

一

一 ⋯簇些⋯·

·

一 一

一 一

一

竺士竺

」黔,一︸︺
比较表 和表 的结果

,

还可发现
,

如果网格点的个数相同
,

使用非均匀网格所得到的结

果要比使用均匀网格所得的结果精确 例如
,

非均匀网格 所得的结果几乎与均匀网格

所得的结果精度一样

表 给出了不同 数下不同控制的比较结果 图 、
、

图 、 和

图 、 分别为
。

二 时不同控制下的温度场
、

流场和涡度图 从表 和图 、图 可

看出
,

如果在液桥自由面上的作用与温度梯度方向相反 即 ‘ 的
,

则控制的效果是使对流

变缓以及使径向的温度变化减小 即等温线的扭曲程度降低 如果作用与温度梯度方向相

同 即
,

则控制的效果是使对流加快并使径向的温度变化大 这些和物理 分析是一致

的
。

具体的控制效果的分析参见〔 」
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表 控制和不同
。

值对流场的影晌
。 , , ,

八才

非均匀网格
,
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,
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‘

一一 」一
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扮二非
‘

·
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劝

一一一一
一 一 , 一 一丫一下

一

一一

一
一一

、、、、

艺艺二二二二二三二二 ,
、

⋯⋯寻寻““ 一尸不厂‘ 不
吮吮二 不二 之又

勺勺

—
一 、、

一一

〕
,

。 日 门仁

,

舀

圈

少 二
二 一

在今救为
。 , 。 “ , ,

时不同控制下的沮度场

门一

一
一,

、

⋯
厅

‘

万

甸
一 ‘ ‘ ‘一

一
山

二 一

、

图 参数为只
, , 。 , ,

时不同控制下的流场圈

在所有的计算中
,

低松弛因子都取为 从表 和表 可知
,

对较大和较小的时间

步长
,

计算都是收敛的 这也说 明了格式 的一个特性
,

即对中等大小的 数
,

此格式对松弛因子的要求是很低的 这点在〔月中已有详细的讨论
。

总结第三节和本节上 面的讨论
,

可 以得出如下结论

本文所用的 方法 能成功且有效地用于 对流控制的模型计算

虽然 格式 不具有二阶的空间截断误差且截断误差中含有时间步长八 的影
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一

吸
心

于

身

百

一

一 匀

峥 吕 。
’

才
、

、 、

。‘ 。

子、
了产

一了丁
。 。

艺

可

图 今教为
口 , 。

二 ‘

,

时不同控翻下的润场圈

响
,

但时间步长的选取对结果的影响并不大 通过使用适当的非均匀网格可获得较好的计算

结果
。

本文所用的 方法
,

能较方便地理中间变量的边条件问题
,

并且对中等大小的

数情形
,

对 边界 松弛因子的选取的要求是非常低的
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