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摘要 本文提 出 了一种经过改进的复合材料 多层厚板的精化 高阶剪切 变 形 理

论
,

采用 多项 式来逼近位移场沿厚度方 向的分布
,

较好地模拟 了横向 剪

切 变形和层 间拉
、

压 变形
,

利用层板上
、

下 自由表 面横 向剪应 力为零的边界条件
,

甘所假定的位移场作 了化简
,

在此基础上构造 了相应 的有限元
。

文中通过一些典型

其例
,

与 。的弹性力学精确解〔”〕以 及其他高阶理论的解作 了比较
,

说明 本 文

的精化高阶剪切 变形理论及其相应 的有限元具有精度高和收效快的优点
。

关镇词 精化高阶理论
,

层合厚板
,

有限元
,

横向剪切效应

一
、

引 言

纤维增强复合材料是一种应用广泛的复合材料
。

由于叠层复合材料的各向异性和呈层性

等特点
,

使它在受载后的应力状态十分复杂
。

对于较厚的叠层梁
、

板和壳等结构
,

由于层间

剪切和拉
、

压应力对结构强度和刚度的影响较大
,

且呈三维应力状态
,

再采用经典层板理论

和 一 的一阶剪切变形层板理论来分析
,

已不能满足精度要求
,

应采用以三 维

弹性力学为基础的分层分析的层板理论
,

但这样做又过分复杂
。

因此
,

前人提出并发展了各

种各样的高阶理论
,

以适应分析的需要
。

高阶理论是分析叠层结构的有效理论
,

其特点是将三维的位移场问题化简为若干二维位

移场问题之和
,

然后在二维域内求解
。

高阶理论要比三维弹性理论简单得多
,

能分析各种复

杂的结构
,

并具有在土程上满意的精度
。

年 和 〔‘〕提出了一种二阶理论
,

并

将它用于求解动力问题
,

取得了较好的结果
。

年 。 ,

和 〔幻提出了三 阶

理论 简称 理论
,

使计算精度大为提高
,

但是也更为复杂了
。

后 来
,

许 多 学 者 将

理论作了多种修正和简化
,

针对各种情况
,

提出了各种精化高阶理论
,

例如文献〔
一“〕

。

在文献〔 〕中
,

对于对称铺层平板的弯曲问题
,

采用平板自由表面剪应力为零的条件
,

可

使 理论中的位移函数由 个减为 个
,

再采用沿厚度方向不可压缩的假定
,

又 可 使位

移函数减为 个
,

即 。 , 。 , 。 ,

小和小
, 。

本文 年 月收到
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在文献〔 〕中
,

对位移场采用了锯齿形函数和 多项式来表示
,

共有 个位移 函

数
,

比 理论要复杂得多
,

由于锯齿形位移函数难以精确描述各种实际情况的位移分布
,

因此计算精度时高时低
,

视具体问题而定
。

在文献〔 〕中
,

将文献川的立阶理论
,

推广到有限元
,

并对单元的收敛性作了详细 的 讨

论
。

文献〔 〕和〔 〕的高阶理论
,

已有人推广到有限元分析
,

在此不详细介绍了
。

本文在前人研究工作的基础上
,

提出了一种经过改进的复合材料多层厚板的精化高阶剪

切变形理论
,

首先从 理论〔“〕的 个位移函数出发
,

如文献〔 〕那样采用 多项式

来表示位移场
,

利用了 多项式的许多优良性质
,

再如文献〔”〕那样采用平板自 由表

面剪应力为零的条件
,

使位移函数由 个减为 个
,

得到了一种精度较高的高阶理论和相应

的有限元
,

并用算例作了比较
。

二
、

精 化 高 阶 理 论

下面推 导一种用于复合材料多层厚板的精化高阶理论
。

由于 多项式具有 正 交

性
、

归一性和良好的收敛性等优点
,

因此用它来逼近位移场沿厚度方向的分布规律
,

将层板

的面 内位移 和 展开至三阶 表达式
,

将法向位移展开至二阶 表达式
,

从

而较好地模拟了横向剪切变形和层何拉
、

压变形
。

将位移场表
一

示为
一

一
。

鲁 小
二

鲁
“ 、

·

忽
二

一
。

号 小
,

冬 。 、 今

一
。

誓 、 件 、

其电 之一节 为 阶关于乙的 多项式
, 。 , 。 , 。 ,

小
二 ,

中
,

小
, 飞卜

二 ,

中 ,

冲
,
·

勺、和月 是广义位移
,

均为
,

的函数
。

利用上
、

下表面剪应力 和剪应变 为零的边界条件
,

可将位移场简化为

一
。

号
,

小 一 合件
‘

奈
一

希 号 小
·

口
, “

。 一 十 气
一

口 住

一 号
小 一合誓

“

瓷
一

洽件 小 祭 岑

一 誓 小 传 、

、声、产曰︸、了几
、

一

月妇
定义

’ 一

义位移向量为
。 。

小二 小
, 。
小 冲
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,

一一 一一
, 润州 , , , , 喊 ,

一一

一
冲甲 曰 尸 一

一
。 。 式写成矩阵形式

〔爹〕

以

由位移场可得应变场
,

将它对
。

幼展开用矩阵表示为

‘

⋯
· 、

口

日

〔〕

誓
、、,一了

口、、,

一口一口

一工一口口口
︸

口口一口

·

子不,

〔
、

一口二

—
勺

口

夕

口

愧扮织

气
一一尸

丫丫

了

其中〔 和〔钓 中各元素是关于广义位移的表达式
,

见附录
。

定义广义应变为

。劳 、 , , 。 , , , 。 ‘ 、。 。 ‘ ‘ 、 、

首

首

将广义应变用广义位移由矩阵形式表示为
·

关 一 〔首〕

叠层板第 层在坐标系 中的应力应变关系可写为

首、 首

乃
户‘、‘
、

⋯
产

住

口

主

丫
‘

﹄

六

一一一口一口。卫
一口一口一

称
一口对

“

一一

名口仃
‘‘‘、一

,

、气‘夕

丫
、

飞一口﹂口
、户产

口
‘冶

坐标系中
,

叠层板应力应变关系中的刚度系数与材料主轴方向
, ,

应力

应变关系的刚度系数间的关系
,

以及它们与材料弹性常数间的关系
,

请参见文献〔 〕

定义广义内力场为
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一
一 , 一 , 一创 一 , , 一 , , 一 一州

一

一
一 一 一

一

一一

牛 艺

卜
,,口了

﹄、‘、

飞
、一、七

飞 一

广扭‘
叭

二
︷
︼、

一一

、,

粼 一 豹
“ ,

、

、‘

⋯
一仃

几

一
一一

‘ 、产

杏

丫

,

、
、

一

蓉
, ,

号
‘ ’

⋯
·了几少、

其中
,

为叠层板的总层数
。

定义厂
‘

义内力向量为

货
、 、 , 二 二 , 、 , 二 , 二 , 二 ,

二 , 二 ,

将应力应变关系式 和应变与广义应变关系式 代入

应力与广义应变之间的关系式
,

用矩阵表示为
龙

二 〔 〕谧。铃

可得广义

三
、

有 限 元 的 实 施

单元应变能 的表达式为
户

。

一
,

’

一亏
。

乙
, “

乏“
一 一 护 月吐 一

将 式代入 一 式可得

⋯ 「 , 。 , 、 , 。 、月
一

— ‘ 介
二

‘ 贾 》
一
、

乙 夕

其中人
’

表示单元 的中面 域
,

单元的外力功
’

的表达式为

一丁
八 。‘ · ·‘

·

矛
· ·

‘

其中 料为单元 内的分布载荷
,

为单元 边界 上的力
。

若选用 个节点的单元
,

为第 节点的位移插值基函数
,

为系统中的单元总数
。

·

为单元 中第 节点的相应广义位移向量
,

则单元 丙的广义位移为

’

二乙 〔
,

〕
’

〔 〕
“
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其中 为单元 的节点位移向量
。

由最小势能原理
,

有

、,
夕﹄、、冲曰

矛叮、︸、

对广义位移变分
,

乙
’

一 一 。

可得系统离散的平衡方程

〔 〕 丈

其中
,

总广义位移向量为 艺
’

总刚度矩阵〔 〕为〔 〕 〔
,

。

娜
粼

。

〔首〕〔 〕 〔 〕〔首〕〔 〕

。

〔 〕〔 〕〔
,

〕“气 一

广义外力向量为

艺
’

乙 〔考〕〔 〕
内

四
、

算

二

竺 。 飞

荟
一层 二 〔 〕

’

落‘ ,

例

采用三角形六节点亚参单元
,

对〔 〕铺设的四边简支方形层板进行挠度和应力 计

算
,

各单层的材料常数为
, 、 , 一

· , 。 。 二
,

二
· 。

采用

下列无量纲参数
, 吕

叫

丽厂
又 、了

二 ,
, 一 、·

, , · ,

命 ⋯
口

,

口 , 了二 , , , 下 、 ,

么

在计算应力时
,

面内应力
二 , , , 下 二 由本构关系 式求得

,

层间应力丫
二 , 下 , ,

由

平衡方程求得
。

在图 和 中
,

分别给出了当跨厚比 一 飞

切洲口刀

一 ‘时的横向剪应加一
,

号和面内剪应 力

了 、 , ,

沿厚度方向的分布情况
,

可以看到
,

用本文理论求得的剪应力分布与弹性力学的解十

分相似
,

其精度明显比二阶剪切变形理论的结果

要高得多
。

为了更详细地分析和讨论其它应力的计算精

度以及它与跨厚比的关系
,

在表 中列出了二阶

理论〔“〕
、

弹性力学〔”〕和本文理论在不 同跨 厚 比

图

兀

—

在载荷 。

卫工作用下方

图 在载荷 。

抽 竺三 ‘ 二乙作用下方

板的剪应力 下二
,

板的面内剪应力 丫
二

,



发 甘 材 科 毕 丁区 ‘」

一

一 一
一

一
目‘闷‘ , , 目 一为侧倒户 , ‘比 阳 , 甲 一 一 一 一

的情况下算得的面内应力和横向剪应力的值以及它们与弹性力学解的相对误差
。

表 丁的结果

表明
,

用本文理论算得的应力均比二阶理论更接近子禅性力学的解
。

表 , 在载荷 一 ,。替
,
一

等载荷下简支方板的应力

一
功以

一

警
,

号鲁 ⋯
汀

⋯一
。

,

号
,

⋯一 号
, ,

本文的解 ⋯
·

。
。

弹性力学学 。
·

的的的解解解解解解
二二二阶阶 值值

。

一
—
一 一一一

。 。

理理理论论论论
。

的的的解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解解
△△△△肠肠

。

一一
。 。

·

禾文 值值
。 。 。

的的的解 △肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠肠
。 。 。

本文的解解
。 一一

弹性力学学
。 。 。

“
一一 。

的的的解解解解解
。

二二二阶阶 值值
。 。 。

理理理论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论论
的的的解解 △肠肠

。 。 。 。

值值值值值
。 。 。 。 。

本本本文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文文

的的的解解 △肠肠
。

生

在表 中列出了这种叠层板在均布载荷作用下
。

在不同跨厚比时中心挠度的计

算值
。

结果表明
,

算得的挠度也有较高的精度
。

表 简支方板在均布载荷作用下的中心挠速 匆

一

井一⋯士警琪缨一
文献〔 〕的解 木

’

文 的 解

。

。 。

了

。 。

五
、

结 论

、

本文的理论虽然具有与二阶剪切变形理论相同的 个未知函数
,

却取得了比二阶理论精

确得多的结果
,

其原因是

本文的精化高阶理论属于 型的三阶高阶理论
,

由于本文利用上
、

下表面剪应

力为零的自由边界条件
,

缩减了未知数
,

因此用较少的未知函数就取得了较高的精度
,

使计

算工作量和机器内存都大为减少
。
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一一一 一 二‘二‘‘ 二公二二二二二 , 州‘

本文采用了 多项式来逼近位移场沿厚度方向的分布
,

精度较高
,

因 此 算

廿结果的精度也比二阶理论的高
。

附 录

位移场儿何算
一

子矩阵〔亨〕

、

一夕一」刁一妇口
一

幻
。

一

玄均 一而
“

一

净层
一

净误
。

一于
。

住吕

、、气、、

〔 了 一笼
“

易
, 、

一

一

长
” 一

儿
”

异
“

一
二 、

—
叹

广义 从变矩阵 〔 〕平 〔苦 〕

饥一九饥一为机饥一衍
,口当口﹂八口

⋯
‘

一一

、夕

口
。

口

魂 二 卜
口

口了

中

盛
如

‘

口二

气万了 月

—少

, 艺

‘ 艺 口小
,

刁一 下
一一

口

⋯
乞一

里叼
尸“一口一口︷

一

雀 一
一 口 小

,

口 “

连

口“小
乙

口 口

一

、、

王 艺

一翩瓷 鲁
十

�登
一

拭瓷 豁 髻韶
一

。一一。

一一

毛‘
口小

、 , 口小
, 上 。

几

一
一一 门 一 二 ‘

、 口了 口

旦兰竺二 口“中八,

气 二

—
,

口 人 口 了 艺 口 , ,

召卫‘

︸︸忿

蓬专 韧
一

箕要

劲
一

箕赊
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、、
护

一

洽 。
二

一

带 。
十

音瓷
音豁

户

、、

一一

、

、、厂俘且夕
关湃

夕、、

巴
,‘,井忍‘呢、

。 广义应变与广义位移的关系矩阵

⋯
卫

⋯
〔首〕

一口一己

口

口

斋黔

一一

一一

。

一叙
。

一
口

口

口

口

。 一

鱼
一 旦一
口 口

⋯
月

〔勿
二

口么

不寿

黔聂么

口

口
一

—
口

口
么一 一二 一二 一

, 一了 吮于

口

口 么

口么

口

之“
汤

口 口

口
口一丫一护

一一口 口 口 口

口

口盆

多

口
一百石飞 露

口一沙一
一口

︸

一
一

口一即口一了
一口一互 么

⋯⋯
劝

⋯⋯
‘

⋯
百趁毛‘、
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心‘ 币拐、‘一

曰 肖 ,

一灿 一

一
一
帅护 户 三

盆

卜 盆 。‘ 口

’

走 土 ,

气

, , 、 少 。

反
,

,

、 ,

。 ,

五 兹 。

比 了 了
, , , ,

一

,

·

一 , ,

,


