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复合材料蠕变本构关系及实验测定

工 本构关系

向小运 张双寅

中国科学完力学研 究所 北京 。。 的

摘要 蠕 变是 复合材料最重要的力 学性能之一
,

实脸表明 复合材料在蠕 变条

件下 的 变形 可 以 分为 弹性 变形
、

拈弹性变形 和粘塑 性 变形
。

应 用不 可逆过程的热力

学和厂 义 变量 的概念可 以 分析材料的蠕 变变形
。

本文首 先回 顾 了热力学的基 本方 程

基于 本构关 系的假设和 思路推导 了蠕 变本构关 系的一般 形 式
,

其 中 包 括

弹性 变形
、

拈弹性 变形和粘塑性 变形 考虑到 广义 力选取 的不唯一 性
,

本文提 出了

广 义 力选取 的原则 以 使得到 的 本构关 系尽 可 能地 简单 由此 本文给 出 了复合材朴 的

一 堆蠕 变
、

各 向同性复合材料的二 维蠕 变和纤维增强 复合材料平 面 内的蠕 变的 本构

关 系
。

关健词 热力 学
,

广 义 变量
,

复合材料蠕 变
,

本构 关 系

一
、

引 言

日前
,

复合材料蠕变研究仅局限在一维间题上 在微观方面
,

〔‘〕提出纤维 增

强复合材料的蠕变机理
,

进而 〔”〕与 。〔”〕从微观上推导了蠕变本构关系 在宏观

方面
,

厂 〕等人根据实验数据拟合了蠕变的经验公式
,

但是
,

在蠕变条件下材料内部

将会出现损伤 孔洞
、

微裂纹
,

在分析微裂纹的演化
、

连结
、

以及宏观裂纹的 扩 展
,

要

考虑周围复杂应力的作用
,

需要有多维的蠕变本构关系 此外
,

复合材料内部结构复杂
,

要

完整地描述其蠕变变形
,

必须在理论上区别粘弹性变形和粘塑性变形
。

二
、

基 本 方 程

将所考虑的材料看作是一个热力学系统
,

该系统具有 个状态变量
,

其中有 个显含变

量 二 ,

有 一 个隐含变量
, ,

定义其对应的广义力为 。和
, ,

约定求和范围为
、

,

一
, ,

⋯ ⋯
, 、

二
, ,

⋯ ⋯
,

, ,

⋯ ⋯
,

一

由热力学分析 本文不考虑温度 〔“ 〕〔了〕〔“ 〕〔。〕

本文 年 月收到
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其中 为 自由能
,

为 工 , 二 之 自由能
,

乏盆是材料的线性范围的最大位
,

却 体现材

料变形的非线性
,

为常数
,

由热力学的嫡增原理少 〕方程中的 为 半正定阵 在平衡状态

取极小值或向平衡状态趋近时
,

趋于极小值
。

三
、

本构关系的一般形式

在线性条件下 《 盆
,

二 自由能 怜代入到 一 中要求 与 二 呈线性关系
,

因

此 朴的中展开式中最高只能有二次项
,

即

, 。。 一

要
。 。

之 。二 「

三
,

乙 乙

一

式中
。 、 、 二 。 、 ‘ 、 「 ,

均为常数
,

选取坐标系使 一 。时
,

则必有

一 一

将 一 、 一 代入列 一 ,

并取 。

。

二

一

二 一
。

一

【 · ·

争

一

一

当 岔时
,

材料 具有非线性
,

自由能 中含有 和 的高 阶项
。

将 延拓到
,

并展开在 处的泰勒级数 具有无穷项 代入到 一 中
,

其中 为微观量
,

忽略

其二 阶及更高阶项的影 响
。

于是得到
。

一
·

一
,

告一
, · 工

一音一
· · , ·

一
一 , ·

音
‘ 一 ⋯ ⋯ ,。 一

其中
、 、

均为常数
,

选取另一组常数使

一
, ·

盏 ’ 二
‘

几一
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一
, ·

一
·

盏了

代入 一 中得到

一 一
·

盏二’

一
· · ‘ 十 一“

,

协火 十 ⋯ ⋯

一 。 ·“ 一
】 ,

着
‘“

· , ⋯ ⋯ 一

括号里的量为标量 函数
,

不妨分别设为 石
” ’ 和 ’ ,

则有

二 一
“ ’ 一 盆 ’

司样处理 一 得到

卜了人

、
。 一 ·。一

。

二‘
。

争
一 。

一了

不难看出 一 和 卜了 的方程是 致 的
,

只 要 定 义 需时
,

石
“

三 ’
、

凡
‘ ’

、

的值为
,

因此只需求解 一了
。

将 一
、

一
、

一 入 代入式 一 可睁到

一 。一
合

· ·

告
二 一 ·

要使 取得极小值
,

则
。 。

必为半负定阵
, 、

为 半 汇定阵

便
, 一 改写为

盖
” ’ 。

一 ’

此外 为半正定阵
,

为求 解 方

一 ,、

一
, 。。 ·

牙一 一 三 ’ 一

其中
。 、 、 ,

均为半正定阵
。

假设 建立在主坐标上
,

则
, 、 。

为对角阵
,

记作
、 ,

方程 一 中各 个 方

程不祸合
,

第 个方程为 对 不求和

乙
‘ ’ “ 一 叁 ” 一

假设 乙 ’与 无关。 〕
,

两边同除以 乙 ’ ,

并将时间 折合为中
。

乙 ’

一
一一

书︶‘,一

一一
击甲

则 一 简化为

十 二兀万 二 一
盖’ ’

息
一

根据
、

半 定性
,

有 》
、

》
、
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解特征方程 一 ,

得到

一 协名 ,

一
、匹三

彭望里里

卜
‘

一

一 。
,

对于恒定载荷
,

由 一的 积分得到

一
乡 ’

一

,

, , 、 , 、 , 。 ,

口
忆入牟 气 一艺 , 扭寻多纽 石万一 二

口 从

一

此式说明 一 中的 不受隐含变量 的影响
,

因此这一情况可 以不考虑
。

设 一 个隐含变量有 个具有 的特性
,

个具有 的特性
, 一

、

一 代入

一 中

石
“ ’ 。

一 乙
。 ’ 三 ’

乙
‘ ’

一 哈万 ’

一

一
艺

一 ,

恤
’ 玉

” ‘ ’
一

记作

△ 孟臀
”

一 子旦竺旦些退
丢

, 鑫 一 吟 ‘

一 一

孟
·

一 十笋脸旦竺‘竺 旦犷卫
一

一
当 二《 盆时 △ 盏晋

” ’ 冲
,

△
。

中

盖登 ’ ,

当 盆时
,

将 △ 进行变量分离
,

△ 盆毋
” ’ 冲

,

玉 ’ △ 二 。

冲

盖晋
” ’ ,

二 冬
“ ’ 。 。

代入到 一 中

益
” ’ 。

△
。 “ ’ 。

丢
” ’ 。

其中 。 。 、

△ 。 。 、 二 。

均为对称的
,

第一项与时间无关
,

为弹性项
,

在变形过程中具有弹性能
,

卸载后变形可逐渐恢复
,

即为粘弹性变形
,

作遗传积分
,

第三项对应的内变量在变形过程中没有弹性能 二

于变载荷作用无遗传效应

一

一

一 , 。

第二项对应的内 变 量

对于变载荷作用应该
,

即为塑性流动
,

对
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一 盖
· ’△ 、一 冲

,

产业戮卫立 、
尹 ‘ 。

二
·

甲
‘

。

一

式 一 即为本构关系的一般表达式

四
、

广 义 力 的 选 取

对于一 个受多向载荷的系统
, 。的选取并不是唯一的

,

但 由变形的客观性
,

最 后 得 到

结果应该是一致的
,

选取的数 目过多则要考虑变形的儿何约束
,

太少又不能确定 材 料 的

变形
,

为了求解方便
,

可以依下列原则选取广义力和广义位移
。

、 。能完整地反映载荷和变形
。

能唯一地决定
。

与 是对应于功的广义力和厂
‘

义位移
。

。
、

的选取立尽可能地使各个
。
之间没有祸合作用

选取的数 日应尽可能地少 以免考虑约束

五
、

复合材料蠕变本构关系

·

一维蟋变

一维蠕变本构关系包括各向同性复合材料单向受力
、

纤维增强复合材料的主方向受力和

对称铺层复合材料的对称轴方向受力等情况
,

取
, , 。

则本构关系为

一 。 。。 , △ 、一 、,

禅华豁工 、‘ ‘ 。 ,

一 。 甲 一

各向同性复合材料二维姗变

选取两个广义力

二 一

式中
、

为主应力
, 。

为
“

静水压力
” ,

广义位移 为各 向均匀应变
,

为与主应 力 方

向成
’

方向的剪应力
,

广义位移为该方向的剪应变
, 一

匕义变量 与 无祸合效应
。

。 石 ’
△ , 冲一 冲,

业黔业 中
‘ ’ , 互 , 。

甲 廿

一 一 。 、

一
冲 、 。 , 。 、, 、 口 玉”下 。 月 , , 山 〔

‘ 。
。 匕。

一

‘ , 。口 ‘ 气 甲一 甲
一

一牛不了不一一一 甲

二 刀 乙
甲 一

下 。 ’

纤维增强复合材料平面内姗变
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‘

一

平面 内的纤维增强复合材料具有方向性
,

需要选取三个广义力和广义位移
,

利用材料 的

对称性
,

选取材料主方 向的正应力
、

叭 及剪应力 作广义力
,

其中剪应力与正应力无祸合

效应
,

此外
,

纤维增强复合材料在纤维方 向 设为 方 向 的变形是由纤维控制的
,

其强度

较高
,

具有线弹性
,

即有

丢“ ’ △ , 、二 △ 、 一 、 、二 ,

在横向正应变及剪应变中
,

变形主要是 由基体控制的
,

而基体的非线性取决于基体的八

面体上 的剪应力〔‘ 〕
,

因此所有的 忍
“ ’、

玉 ’
、

盆 ’的值与 无关
,

即有

石
‘ ’一 石

“ ’一 吕
“ “ ’ 。

毛
’助 ’一 冬

’ ’一 盆
‘ “ ’

主
‘ ’一 参

’ ’一 盆 , 一 。

利 用这些结果将 一
‘

展开得到

。 , 、 仃 ,

· 一 , 。 , 。

一 △ 艺

、一 、 ,旦精岩迁汪‘
’

⋯
乞 ’

丫 一 。 ·十 “ ”一 小 德护正
一

、 “ · “

六
、

小 结

本文从热力学理论推导了多维的
、

适合
一

朴弹性
、

枯塑性变形本构关系的一般形式
,

它所对应的一维本构关系可 以简化为枯弹性本构关系或粘塑性本构朱系
,

并且与经验公式是

一致的
。

和 了的一 维粘弹性本构关系相 比
,

本文求得粘弹性项的积分号外不含 参 函

数
, ,

其物理意义是 在载荷突变时
,

粘弹性变形具有连续性
。

这与粘弹性理论是一 致的
。

从一般形式的本构关系到特殊情况的本构关系
,

必须按一 定的原则选取广义力
,

以

使求解结果简单
。

感谢 本工作得到了国家 自然科学基金与中科院力学所 科研项 目的支持
,
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