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二维剪切流的粘性一无粘湍流干扰理论
’

高 智
中国科学院力学研究所 , 北京

,

摘 要

对二维不可压缩近壁剪切湍流
,

本文提出一个粘性
一无粘湍流干扰理论 主要内

容有 从分子粘性考虑出发确定干扰湍流的流动结构及其物理尺度
,

导出空间为小

尺度的局部流动结构随顺流距离的演变规律
,

导出支配干扰湍流流动的简化 。

方程和扩散抛物化
一 。 方程 该 方程是作者早先提出的简化

方程的湍流形式
,

它的重要性质是
“

简化运算
”

和时间 平均

运算的顺序可以交换 关于最大湍流剪应力
、

本理论计算值与实验测量值很 好 相

符 经典湍流边界层理论
、

平衡湍流边界层以及湍流分离
一

理

论均是本文理论的特例 证实了顺流方向长度尺度随干扰增强而显著减小的实验结

论

关锐词 流体力学
,

治流边界层
,

剪切流
,尺度效应

,

钻性流动

一
、

引 言

粘流 一无粘干扰湍流现象涉及逆压梯度湍流边界层流动
,

大小尺度流动结构之间的相互作
用

,

湍流模型以及湍流分离模型等困难问题 湍流
一 理论【,一 ,是研究湍流边界层内

“奇点
”

例如分离点
,

固壁小凸或凹处
,

尾缘点等 邻域空间尺度为 八 。 范围内的湍流干扰

现象
,

这里 为 数

本文讨论
“

近壁
”

剪切湍流干扰现象的整个流动及其物理尺 度 若 采 用
一

方程直接模拟湍流
,

则局部流动结构及其物理尺度是针对流动瞬时量而言的 若采用

方程描述湍流
,

则结构 一尺度显然应分为针对平均运动和针对脉动运动的两部分

本文从 , 方程出发
,

且采用与干扰层流理论 相类似的办法
,

利用分子粘性力与惯性

力为同数量级诸关系确定干扰湍流的局部流动结构及其物理尺度 湍流平均运动与层流的主
要区别在于物理尺度对 数的依赖关系不同 本文理论的合理性已得到多方面的证

实
,

例如
,

最大湍流应力的理论计算值与试验测量值相符
,

经典湍流边界层
、

平衡湍流

边界层 , 以及湍流分离 一 理论 一 均是本文理论的特例等
。

本文 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿

国家自然科学基金资助项目
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千扰湍流平均流动的流动结构及其物理尺度

考虑不可压缩
、

二维
“

近壁
”

千扰湍流
,

参见图
,

描述它的时间平均 方程组为
‘ ,

无无粘异‘ 厂
”·

干干扰层 。厂 ”

阻阻尼层 厂‘

口百
二竺 五

‘ 一 一 上 歹 生 护‘
,

其中
, , , 一 婴 婴卜闷

,

口 户 口 ‘

歹 一 ’
, 云‘ “‘一

, ,

、, ,

一冬
一 、 工

“ , , , 夕。‘ ,

图 剪切干扰湍流分层结构及局部尺度示意 图

行 一

—

石 , ,

云 和 “ 坛
,

分别表示 。 , 的时间平均 值 和

脉动值
, 汤和 厂分别表示 户的时间乎均值和脉动

值 类 似 于 干扰层流理论 的处理
,

我们把近壁干扰湍流的局部流动结构沿固壁法向分为

三层 阻尼层
、

干扰层和无粘层
,

参见图 阻尼层紧邻固壁
,

其定义是层中切向惯性力项与

分子粘性剪切力项为同数量级
,

即在阻尼层中粘性剪切力或超过或与 应力可相比

较 由
“

近壁
”

湍流对数律关系
, , 可知

,

阻尼层的局部物理尺度
,

即长度尺度
、

速度尺度和时间

尺度应表示为

的 厂
, ‘ , ,

的 「
, , 人 ,

一
,

沙

、 。 二 , 。。 二 , , 。 是
一

这里足标 指阻尼层
,

为特征长度
,

为无干扰阻尼层特征流动速度
,

由零压力梯度湍流

边界层 可知
,

“
,

为特征流速 我们已假定 竺。 , 。为固壁特征振动频 率

对 业 》 或《 的情况
,

需要另做讨论

由阻尼层定义 、李、可
,

典、和连续性关系 粤、可李、推知物理尺度 指 数‘

、
,

‘
,

等在阻尼层满足如下关系
,

、 了
,

、
下一 一 仍

, 刀 ,

一 二丁 、

—
一 邢 ,

,

垃 ‘ 乙

” ,

一 那
, 仍 一 一界

二一 ”

假设在粘流 一无粘干扰作用下
,

阻尼层厚度相对于无千扰阻尼层厚度改变了 厂, 倍
,

则根据

阻尼层切向流速 云与 近似为线性关系【
, ’ ,

推知阻尼层的速度尺度亦应改变 。产 倍
,

由此

得到

移 · , 一 万
, ”·‘ 一 万

·
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可见参变量 。是粘流 一无粘湍流干扰程度的一个度量
, 。 增大

,

千扰作用增强
,

长度
、

速度和时间诸尺度均随“ 的增大而减小
,

顺流方向长度尺度的减小最为明显
。

进而考虑法向厚度 。「
“ , ,

等于顺流方向局部长度尺度 盯
二 ,

剪切层内的干扰流动
,

只

要 , 。 即有 盯
,

一 杯 ” 》盯 , ,

由方程组 可知
,

在法向厚度为 不,, 的剪

切层中分子粘性力项与惯性力项相比可略而不计 湍流应力在该层中应为自由流湍流应力大
刁、

,

若自由流中湍流强度很弱
,

作为初步近似可加以忽略
,

则法尚厚度为
。产

, ,

一 。 一 的剪

切层为无湍流 势流 层
,

称为无粘层
,

用足标 表示无粘层 无粘层的长度尺度因此为

丸的 「
, , , ,的 ‘「 , , , 。 ,

一 。
,

一
·

由于 盯 , ,

《 杯、
、

无粘层和阻尼层之间必然存在一个过渡层
,

称它为湍 流 干 扰 层
。

在干扰层中分子粘性剪切 ”项
·

韶
显然很小于“流剪应“项备‘

一刃 ,
·

因此
,

干扰层

二‘ 。、 。 一 、山 叨 、 内二。 一
、 、二‘ 二信 二 口云 、。、 。 。 、、公的法向厚度尺度按理应由湍流剪应力项 子 一矿矿 与惯性力项 云竿

一

为同数量级诸关系
一 “ ’

一““ 一
’ 、

一
‘

一 一一 一
’

一
一

‘

一
‘

一
’ ’ ‘ 一 ’一 ’

一 一 口
’ 一 ’

一
’

一 一
’

一

来确定

理尺度

但我们不知道湍流剪应力的确切关系式
,

难以利用湍流应力的知识确定干扰层的物
, 、 , 、一 一 卜

一
、 人 , 月 , , 、、 , 。 , 。 、二 节

, 八
、 , , ,

一 云
、

一
为此

,

不又符米用与卞孤坛沉理化曰柑尖 以阴办汰
,

利用城寸枯性刀狈 下下 勺沽同‘

,

一一 石
、 , 。 。 加 、一

、、,

一 二入口
很 王刀狈 杯 二丁一 刀 叫纵重驭术正久卞拓少云

。

公

, 卜 , , 、

一一 一
卜 、 ,

一
、 ,

一
, ,

一一
、

、 一
, , ,

一 一 二
、,

口石
卞优层四迷度入度仕尤卞优余忏 卜应为 曰 田沉符让迷 及

。

田 卞 拓 云 正 关 “ 下一因
才

夔
,

连续性关系孚。李
口

‘

以及干扰层与阻尼层交界处速度和长度尺度相匹配条件 可 知
,

在粘流 一无粘干扰条件下
,

干扰层的物理尺度为 用足标 表示湍流干扰层

朴的 不‘
,

切 厂 , ,

云的 厂
“ , 石的 日「气 ,

其中 称二 二 ,

「
界 , ,

— 飞

。

一州

月 一 ”

, 的会
·「
’ , ,

恭
‘·‘ 望 ”

“ ”

匕 ,

—不
一

一

卫
一

,一 ’””

, 一 十 ”“ ’

三
、

干扰湍流理论的基本方程

为了导出干扰湍流的基本方程
,

首先需要估计诸湍流应力梯度的相对大小 湍流剪应力

。 口
, 、 ,

, 、 , ‘ 二二 二 口瓦
、 , 二 篇工‘ 、。 二 ‘ 、、

, 、

一
, 、 二

、

从 百了 、一“ 匀叨 田 ,贝仕 圳 “ 万甲 刀 刊鳅夏驭划沉动后
,

亚羚胜 吝郁分卞环坛和都分
口 , 工

阻尼层
,

因而该流动层厚度 子的估计为

一 厂, ,

, 。 , 、

, ,刹丁‘凡
,

, 街 夕 万 厂卜
‘ ‘

二匕
, , ,

了 了
月

, — 气 俘
, ,

一 〕行二 ,
甲 一 ‘ 一 ,
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一 互 鱼‘

与当地流向长度尺度 的 。「”
一

之比为

,

,

—
一

,

丁
一 那

, —

, ,
,

二 恭
“‘

一 等
· 轰‘

’一 ‘ ’一 ’一 杀
“‘

一
,·

等
· ”‘

·

导出 式时
,

利用了本文多妊使用的如下关系式

一 吞,。口‘ ‘ , 奋 恤 ,“‘“

由第五节的分析知道
,

‘
,

一 ‘ 干扰湍流退化为经典边界层流动
,

分离点邻域的 一 干扰湍流
, 二 , 。 , 梢

关可

—
昙兰

。

而 仍 — 作估计
, 尺 , , ,

和 时
, 子

二

分别为
,

· 和 以 里望 和 , 一
估计

, 。

, , ‘ , ,

和 ‘时
,

占
二

分别为
, ,

·

和
·

另一方面由实验资料

知道
,

沪
,

砰 的最大值比 一妥 的最大值大 一
,

倍 因此
,

对
“

近壁
”

干扰湍流
,

只要 。

值不太小
,

李 一沪
,

具 一俨 接近
,

甚至可与 李 一石 相比较 上述结论与经典
一

’ 一 ’一 ‘ ’ 劣 、

“ 口二
’

“
一 ”一

‘

一一 一 夕
一 ”

一
’

一
’

一
’

一
’

一
‘ 、

湍流边界层理论 一 。 的估计 , “
,

即 孚 一沪 《 李 一万 有着很大的不同 因
一
一 ’ ‘

一 一
‘ 一 、 ‘ ”一

’

一 ” ” 口
’ ‘

口
’

“
‘

一 ”
、‘ 一

‘ ’

一

”
‘ ’

一

此
,

茬李 一万 与
‘李 为同数量级的干扰湍流层中

,

湍流应力梯度和惯性力项的相对
劣

大小关系应为

具 一沪 》具 一刀 望 李。李 一。 》具 一刃 。、李
口 二 二

干扰湍流的基本方程组应包括支配阻尼层
、

干扰层和无粘层三层各层内流动的控制方程

组
,

同样也应包括支配千扰湍流全域流动的控制方程组
,

我们特别关心最简单的控制方程组
,

为导出这些控制方程
, 首先估计 方程 中各项在阻尼层和干扰层中的数量级

厉 口石

一
, ,

—
阻尼层

—
’

干扰层 旦 即 旦 。护

石 一 二 云 二 二 口云 口多 二 护石二 一 万 、 场
, 丁 「 “ 二 , 一 「

— — — — —
「 二尸代 「

—
、 孙 , 了

—‘ 二 二名
一

吕

口 , , , 、

,

—
气 —林 扩 少

阻尼层 争严 争
、‘”

一

御
护 一 ”

犷
’

了

‘尸口 叼 口 月畏二

—
匕

一 ‘ 一 ,

护月护一
乙
镇干扰层 竺 。严

—
吕

乙

普
一

盖 竺 里、访
。 洛

一

击
、
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石

多

“ 二二一 十 石二二 一 二
二

汤 ,

丝 乒 一万

沙石 不
、

— —
气一

口

护石

阻尼层 —
粤饭盖二 琴

—
’ ‘

一旦一 、 了

, ‘ , 二 护

一
二卜

卞环辰 了、万夕 “
令万希衬

’‘’。

令
,

一 几 ‘ 驯丝、
。

乒弩
一

备
乙 、

竺 。严

按照阻尼层的数量级估计在 一 方程
·

, 中略去刁、于 “
, ,

衍
一 ‘

量级的项
,

得到描述阻尼层内流动的最简单控制方程组

云 石

—
卜

—
,

云 口云 一

—
卜 “

—
卜 口

刁 口二
丝 一 生亚 立
口 苦 口夕

,

丝

一 生互
口

口 , 、

,

—
气 少

可见支配阻尼层流动的最简单控制方程与湍流边界层方程 , , 一致
,

一刀
,

但这里霎为来知量
。

精确度为 可鲜 。
。、 。 ·” 、量级的阻尼层控制方程可由

。 方程 中略去数
、 乙

量级小于 。 譬
“ · 中

· 量级的项得到
,

它们为

石

—
,

示
卜 ,

— — — 立 一丹 立‘
,

返 一万、
,

口
、 ‘

口 口

、丝 。亚 一 一互 十 立
‘一刃卜 立‘

,

口

”
夕
丝 一 沪、

一份一一铭一一少一一一口口一

称方程组 为简化 方程
,

关于它的进一步讨论见第四节 精确度更高的

阻尼层流动的控制方程这里不再写出

对干扰层
,

按照该层的数量级估计在 卿 方程 中略去数量级小于

量级的项
,

得到描述干扰层内流动的最简单控制方程

竺 。 八

竺三二 一
,

口云
,

一 —
矛
口

口 , 尸 , 、

,

—
气 —“ 沙 少

,

一

一份一一口
十 而

一份一一召一口一一
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。 口声 、 口 , 万 、
— —

百

—
、 —犷 ,

。

这是一组无分子粘性力项的方程组 按照干扰层数量级估计在 方程 匀中略去数

。
『

, 。 了
, , , ,‘ 曰 一。 硫 二 二 ,

,

一 护
, , , , , , ,

量级小于 专
。一 , 洲

‘ 量级的项和略去数量级小于 等
。一 、 , “ 量级的项

,

得
一

一 一 一 一 一一
‘ 一

乙
‘ , 曰

一

’

到描述干扰层内流动的两种简化 方程
,

分别为

舒 爵
一 ,

器
十 “

器
十 云

箭一告豁
豁
十 ‘

器
十 石

箭一告器
十

口 一

—
气 —夕劣

万

少 ,

—
·

爵
一刃

, ,
·

,

一争、 ,

口
,

下
—
叹一封 口 , ,

—
吸 —夕二

一 ’

口

和

十

器
一

“

器
石

器一告豁
十
会‘
一俨 , 十奇

·

爵
·

“

器
十 于

器一告器
十
晶‘
一万 , 十命 器一 夕

,

,

‘,
·

‘” ,

·

,
·

‘。“ ,

丝加丝价丝价

简化 方程 与支配阻尼层内流动的 方程 形式完全一致 这里

不再写出精确度更高的支配干扰层内流动的控制方程组
, 对无粘层

,

该层的法向与流向长度尺度相等
,

均为 。尸‘ 由 。 方程 , 可

知
,

无粘层控制方程为 方程及简化 方程
。

很显然
,

描述干扰湍流全域流动的两种最简单的控制方程组就 是 简 化 。

方程 和 方程 值得指出
,

方程 是作者早先提出的层流简化

方程叨的湍流形式 对 方程 的进一步讨论见第四节

四
、

干扰湍流流动的求解

求解干扰湍流有两种方法 一种是分三层 阻尼层
、

干扰层和无粘层 求解各层的最简单

控制方程组
,

并在相邻两层的交界线上把三层解进行光滑匹配
,

从而获得干扰湍流全域流动的

解 另一种求解方法是直接利用 方程 或简化 方程 或

方程
,

补充以相应的边界条件
,

直接解出干扰湍流全域流动 现只讨论后一种方法

方程 和 与 方程 一样是不封闭的
,

因而必须引人某些补充

关系或方程来封闭 方程 封闭 方程的众多方法自然都可用来封闭 方程

本文讨论
一 。 湍流模型 的微分方程封闭法

,

该法令

一 、一 器
十

器
一晋

占‘, “
,

,一 ‘
,

”
,

其中 , ,

为湍流动粘性系数
,

心 为 符号
, 一 。方程为阁

器
十 “

器
石

器
一

会仄
·

勃器
十
奇匡

· 十

动器
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一 了孚 一刀婴一刀婴一 俨要一
。 ,

劣 口 口劣 ,

鲁
十 “

箭
十 石

器
一

备仄
·

劲器
十

最仄
·

劲剖
,

一
一 “

,

面戈
“ “

万 云 一 茹 节 肠 、
,

可 个
“ “

丽 宁
“

丽少一
“ ‘ ,

面

箫
一

备氏
·

动剖
一 了器一刀器

一 沪器一
瓮
一

备区
·

劲剖
一 “封量丙器

俨
影
一
圣

景
一

景
十 “

会
十 石

奇
·

一 。 方程 与 一 。 方程 相比
,

经验系数的数目同样多
,

但 一 。方程 为扩散抛

物化方程
,

方程 和 显然也是扩散抛物化方程 因此
,

当求解 和
一 。 联立

方程组时
,

勿需规定 万
, 石,

和 。扩散诸变量在顺流方向下游边界上的值 对定常流情况
,

可

对 和 一 。联立方程提初值和边值间题 在 二
,

《 ‘ ‘ 的初值条件为
云一风 , , 石 石。 , ,

矛一 歹。 , ,

一 。 , , 。 ,
·

在 ‘ 妻 〕
,

和
,

上的边界条件为
, 石 石 ,

一 , , ‘ 一 。 , ,

一 。乙。厂, , ”云一 云
, , 石一 莎

, ,

汤 户
。 ,

望
,

望
·

在 二‘ , 。尸初 的顺流方向下游边界上
歹 万‘ 夕

关于压力 汤的上游
、

下游和边值条件表明 对于定常不可压缩流 和
一 。联立方程组的

求解
,

虽然扩散诸变量都扩散抛物化了
,

但保留了压力
“

具有
”

的椭圆型性质
,

即需求解关于压

力场的椭圆型方程或对压力场进行整体叠代
,

这与求解不可压缩层流定常简化 沁 一

方程的情况 完全类似

五
、

讨论及与其它理论的比较

关于 应力的理论估计

一 一 刁石
如弟二节肪池

, “ 下一
与 具 一刀 为同数量级的流动层的法向厚度为 厂 ,

参见

式
,

由此得到 。 应力 一夕 的如下估计

一刀 绘 · 一。二、 ·

平 恭毕
·

等
· 一 ’‘ ”

二 杀
”‘ 一“气 ‘,

·

, ,
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对 天君 一
‘ ,

一了 , 的实验测量值 为
, 一 , ,

式给出 一石
,

望
‘ 。 ‘ , 。 ,

一
, , , , 、

,
, 、 、 , , 。 , , , ‘

⋯· 一 , , 。 一
,

今
,

两者十分相近 由此说明从分子粘性力的考虑来确定
、

一
,

干扰湍流的分层流动结构及其物理尺度是合理的

与经典湍流边界层理论 , ‘ ,的关系

当参变量 。 时为零压力梯度经典湍流边界层 下面讨论干扰湍流理论诸特征厚度与

经典边界层理论诸特征厚度之间的关系 已知湍流边界层厚度 占是一个很难定准的量 ,, , ,

这

是由于湍流边界层外缘是充分发展的湍流
“

峰
”

与非湍流 势流
“

谷
”
沿流向交替出现的交界

面 但对物理尺度的分析
,

可用幂次速度型来确定湍流边界层厚度 占 幂次律速度型为“ ,

表 不同 , 数时 占 占
, 古 占 , 占 占 和 占 占 的值 ,

一一一竺二一一仁一
一望兰一一

口 占

占 占

占 占

占 占

。

斗

一一 竺二一阵兰一”
‘

黑 默
习
。

。

。

。

及 , 一 , 丛
“ ’ , 。 , 。 一 丛、

“ ’ ,

沙

这里 一卿
为摩擦速度

·

对平板‘流边界层
,

在 , 欠 ‘

一粤引嘶范围内
,

, 望
,

的望 随 。数增大
、

值和 的 值均略有增加
,

作为初步近似可忽略 , 和
, 随 。数的变化 由如下关系“ ,

,
,

丝
万

粤
, , 一 二召万 杀 粤、击

,

万 七 气”夕 百

求得 占
,

, 不
,

不
、一共二

气一 , ”
“

。
·

, ·

半
一 ’‘’ ,

‘”
·

,

。 劣 一 一互 。 望 。。 二 业丫
‘, ,

一
, 一 ,

这里 日
,

尹 分别为湍流边界层的动量厚度和排移厚度 干扰湍流理论中阻尼层厚度 占
、

干扰

层厚度 占 与湍流边界层厚度 舀
、

排移厚度 尹 之比分别为
‘‘“望 ,

·

,

杀
‘”

一
‘ ,·

等
· 一 ’”

思 ,
·

,

杀
“ ’

一
,

、‘“‘
·

,

一
‘·

等
· 一 ”“ 思 ,

·

,

一
。 “·、 ,

·

‘

券
‘”

一
” , “‘“ ·‘ ,‘

·

‘ 一
‘ ·

,

对无干扰 , 的情况
,

表 给出不同 。数时 占
, 占 , 占 尹

,

几 占 和 几 户 的比值
,

可见阻尼

层包含湍流边界层理论 , , 中的粘性次层和重叠层
,

干扰层近似为外层区

与 平衡湍流边界层理论囚的关系

参变量 。 与逆压梯度相对应
。

具有重要意义的一类逆压梯度湍流边界层是平衡湍流
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一无粘湍流干扰理论

表 干扰参数 与平衡湍流参数 月的关系

。

。

。

。

,

边界层
,

按照 的经典分析囚
,

变压力梯度而常 口值的平衡湍流边界层的所有主要特性

可用单参数 夕来估计
,

平衡湍流边界层参变数 夕的定义为

夕 丝 曳
,

由
,

其中
, , , 分别为湍流边界层的外缘压力和壁面剪应力 由于排移厚度 。 望 。产 , ,

见

式
,

告贵二器
,

故干扰湍流理论给出如下的“值估计

, 、 共、
’‘“ 〔 。 。 · 一 〕 。。。 。 。 一 ’“ ”·

、
一

可见平衡湍流参变数 夕与干扰程度即 值有关
,

同时也与 , 数有关 表 给出不同‘ 和 ,

值时的 月值
,
夕值的大小与 的估计值阂一致

,

例如对 分布 和分布
,
夕

值分别近似为 和 上述结果表明 本文理论关于流向长度尺度随逆压增大而 减 小 的

结论是正确的

与湍流边界层分离
一 理论‘

一 , ,的关系

在 一

理论 。一
,

时的特例等价于湍流边界层分离点邻域的局部区 域 理 论 —湍 流
此时

, 二 方向的局部长度尺度 ,
二

、 、些
。

、
一

几阻尼层法向厚度
、

占 ,

望 。厂,左 。 一 ’乃 ,

干扰层法向厚度 气望 。一‘ ,’ 。 一卿 在湍流
一 理论“一 的不同分析中

,

沿固

壁法向的流动分层有的分为四层

千扰湍流物理尺度的理论极限

干扰湍流各向异性流动结构的理论极限为各向同性结构 由 和 , 式推知
,

当 ”

,

时
, 。 ,

一 。
,

,
。 , 。 , ,

,
。 ,

一 , , , ,

流动结构成为各向同性结构
,

此时

长度尺度为 。一 ,
、

速度尺度为 。一‘八 ,

即为 。二 统计平衡结构的长度尺度和

速度尺度眨, , 因此干扰湍流尺度极限与干扰层流物理尺度极限一致 参看高智文勺

简化 方程及其与简化 益 一 方程的关系

方程有些大同小异的不同形式 ,
,

每一种形式的 方程均有自己对应的湍流形

式
,

即对应的 方程 由于历史的原因 , 方程的早期理论均以边界层理论为出发

高智 ,对流 一扩散相互作用结构的不变性
,

力学学报待发表
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点
,

因此
,

层流诸 方程的相应湍流形式 —诸 方程均仅包含如下两个湍流应力项
,

口 云

—
护 ,

—一 一
、

—
气 —“ 夕 少

,

石、

—
歹 ,

—一 立‘一俨

可见在与诸 方程相对应的诸 方程中
, “

简化运算
”

和时间乎均运算的运算顺序不能

交换
,

即对 方程作时间平均运算得到的 方程不同于对 方程作
“

简化运

算
”

得到的 方程 如前所述
,

对
“

近壁
”
干扰湍流

,

由于顺流方向长度尺度随干扰作用增强

而显著减小
,

导致湍流应力梯度的相对大小满足 式 因此
,

干扰湍流理论导出的 方程
。 包括所有的湍流应力梯度项

,

这意味着
“

简化运算
”

和时间平均运算的运算顺序可以交

换 事实上按照作者早先提出的 方程理论门
,

二维不可压缩流动的 方程为

“ ,

口妞

—
月 气双

、

夕 一 一 份 刀
口 双

口夕
’

对 方程 , 作时间平均运算
,

得到的结果方程正是 方程
,

即对 方

程作时间 平均运算后得到的 方程与对完全 方程作
“

简化运算
”

得到的

方程
,

两者形式相同
“

简化运算
”

和时间平均运算顺序的可交换性
,

使简化 一 。

方程理论叨和简化 方程理论成为一个完善而自洽的有机整体 应该指

出
,

层流 方程的形式不同
,

能够导致明显不同的结果
,

例如从文献〔 的 方程出发可

求得 方程的众多准确解
,

且文献 〔 的 方 程在边界层分离点不存在数学奇异性山 , 而

从文献 〔 的 方程出发则求不到 方程的准确解
,

且文献 「 的 方程在边界层

分离点存在数学奇异性网 方程的形式不同时
,

是否同样导致明显不同的结果 值得进一
步研究

。
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