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引 言

众所周知
,

大量粘性剪切流的稳定性问题都可归结为
一

方程特征值问

题来求解 在这篇文章中该四阶复系数微分方程的特征值问题被转化为讨论在
。 ,

邻域内的双重幂级数

年 月 之 日收到
。
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艺
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洲
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的解的问题 对于给定的雷诺数 。,

波速一 ‘ 的实部在 。处取极大值
,

也就是说
,

。 是最不稳定的扰动波模型
一

方程的求解问题
,

大部分工作都集中到逼近特征关系式
, 。 ,

。 一 上 在这方面早期的理论工作有
, 一 和

。 等 自后
, ,

和 和

等都做了大量的卓有成效的发展工作

第一个用数值方法求解
一

方程的特征值问题
,

是 为了解决

在当时对逼近解的争论而做的工作 他的结果说明了 和

的结论 —平面 流的确是不稳定的
,

是正确的 从此各种各样的数值方法相

继地出现了 例如 应用 展开式求出了较为准确的结果

和 应用 方法得出了高雷诺数的数值结果 但是有限

元素法应用于这一问题 目前还是比较少见的

将
一

方程的特征值
,

在 一 平面内展开为 和 的双重幂级数
,

最

初的工作是 和 为 将 的弱非线性理论发展到一个

波系
,

所求得的下述展开式

一 ,’。 ‘ ‘

十 衍 , 。 一
‘

一 一 氏 , 一
‘

式中
。

和 表示临界雷诺数和它对应的扰动波波数 完成了该式系数的

计算 目前的工作是为了 教授和我们在研究压力膜和美国布朗大学机械系研

究人工供氧系统等两个非定常流稳定性分析中提出的下述展开式

, 。

艺
‘, 一 ‘ 尺 一 尺。 ‘ ,

谊 ,

少
百 今

,

而做的工作
为了求解 式中的系数 卯

,

在第 节中我们提出了一种简便
、

直接的 有 限 元
一 方法 所得计算结果与 用 “ 方法的结果相一致 教授当时在

范围内计算了 阶展开式的系数 作为该展开式的一个直接应用
,

我们在第

节中应用 在
。

到 范围内计算了平面 流的中性曲线
,

所得结果

与直接求解
一

方程有很好的吻合 且在 时与 和

的结果一致
,

但是在 一 护 范围内与 的逼近解有较大的差别
,

只有

当 时两个结果才比较接近
。

这说明 的近似解公式只有当 时才

比较适用 同时为了较全面地认识高雷诺数下平面 流的稳定性问题
,

我们详

细地计算了该流体不稳定性模型的特征值谱线
,

这一结果对认识流体粘性既产生阻尼又

影响剪切边界层的动态平衡是有意义的 本文所用计算方法比 函数展开法

更适用于高雷诺数的计算
,

与 方法比较又有直接
、

简便和不用初始值估计等优
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点 在第 节中
,

我们简略地说明了展开式 的收敛性和应用范围

二 基 本 概 念

让我们考虑粘性流体通过两个距离为 的平行平板 假定流体是不可压缩的 在

流体做层流运动时
,

压力梯度产生一个与 轴相独立的速度
,

它在槽的中轴线上取最大值

为了使我们的分析无量网化
,

取
, 。

及 叼
。
分别为长度

、

速度和时间的参照系

取平行于流体运动的方向为 轴
,

而与它垂直的方向为 “ 轴 设 口 ,

分别为对应的速

度分量
, 山为流函数

,

则流体运动满足
一

方程

式中

器 豁豁
一
器豁

一 “ 一

、“
,

‘

一 豁
十

赘 一
, ,

上式中 为雷诺数
, , 表示流体的动量粘度 在没有任何扰动的理想情况下

,

流体以如下

速度做平行于平板的运动

叠丛 一
‘

口

设流体所受的小扰动干扰波模型是

必
’

价 一 毋 一 一
,

式中记号
“ ”

表示共扼复数
,

是波数 不失一般性这里设
,

是波速
‘ 则流体运动可以表示为

价 一 沙。 沙 ,

将 和 代人
,

可以得到振幅函数 币满足的方程

云一 ‘ 。 , 一
, 价 一 厅

‘ ’

中 尺犷
‘ , 一

‘ ,价

它的边界条件是

十

币 币
,

当 士

式 叫做
一

方程
,

且这里

齐次边界条件构成了下面的特征关系式

浮二
表示对 的导数 方程 和

,

竺
,

,

了、、
,

是含有三个参数 。 , 尺 , 。 的半纯函数
, 。 一 竺 一 。,

是复数 如果 。 ‘ 。 则

扰动波指数状扩大
,

流体运动不稳定 如果 , ,

则扰动波以指数形式衰减
,

运动趋

于稳态
。

本文的主要 目的是寻求波速一矛 一 一汤 的 展开式 在 一 平面内
,

尽

管这儿存在着无数个数对
, ,

而我们感兴趣的是使 的虚部取最大值的点
, ,
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它对应着流体的最不稳定模型 我们在

心

众

图 中性曲线

。, 尺 邻域内
,

如图 所示
,

将一 展开为

下面形式的双重幂级数
。 , 。 。 。。 。、 、

,

, 。 】
口 圣 ⋯

,

其中

一 。,

一 。

系数 叼 是不依赖 , 和 , 的复常数
,

且由

的定义知 。 。
是纯虚数 见 和

同理
,

我们可 以将特征函数 币展开成级数

价 价。 。 。 ,价 。 。 价。, 屠 价 君

, ,叻, , 万 价 宕 中 。

, 价 , 君 , 中 。 璧币。 万

⋯
,

式中 咖 是独立于 和 的复值函数

将 到 代人方程 并比较
,

和 , 的幂次
,

我们得下述序列方程

饥 万一 ‘ , 一 端 中。 一 口协
。

。 一 , , 一 若 ,价。 ,

币‘ 一 ‘ , ‘ , 小。

它们的边界条件是

价。 士 小。 士 ,

小、, 士 币 , 土

函数 币。

满足
一

方程
,

而 币‘ , 所满足的方程左边有与方程 一样的

微分算子
,

右面是对以前逼近求得的函数 咖抓
,

及 进行某些微分运算记 为
‘ 和 所得的值

式中 “ 和 可以由下面的关系式求出
, 。 ,。 价。 ,

。, 。, 中。 ,

。 。 价 , 。 一 。 价 ,。 。 币。 ,
,

、, 乙 , 。 中。 一
, 。 币。 价 , 。 一 小 ,。 , , 价。 ,

。 。、 中。 一 。, 币。 一 币。 ,

。 。 币加 一 。 叻 。 十 。 叻 , 。 一 。 币 。 。 价。 ,

。 小 , , 一 ,。 价 , , 。, 小、 一 价 。

。 中。 一 币。 , 小。 ,

, 。 价。 一 , 。 价。 。, 价 , 一 。, 功

乙。 中 , 。 一 。 币 , 。 , 币。,
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一 , , 价。, , 价。 ,

。 币。 一 。 中。 价。 一 中。, 乙。 价。 ,

, 一 吕

式中 , 表示微分算子
乙 。 一 尺。 一 亏一 尺。 。 , 一 若 云一 ‘ 口门

,

。, 一 一 。 一 。 , 一 孟 一 ” ,

乙 一 刀 ,

一 孟 尺。 厅一 ‘ 。 亏一 。。 ,

乙 尺。 。, 一 云一 。 。 , 一 端 言厅一 ‘ 。 厅
‘ ’ ,

。 一 一 ,
一 孟

,

。 、 。 亏一 。 ,

。 。 。 , 一
,
一

。 厅一 , 。 。 云一 ‘。 ,

, 。 。 一 , 一
。 , , 一

一 ,
一 孟

根据微分方程的伴随理论
,

方程 可解的充分必要条件是方程右端项与它的伴

随系统的根正交
,

即积分

币
。

〔 , 一
。一 , , 。

”‘

一
”,

式中 价
。

满足方程
乙

。

价
。

亏一 。‘ 一 孟 一 刀厅口

一 , ‘

一 孟
, 。言 叻

。

和边界条件

价
。 士 价

。

土

由式
,

我们可 以求得展开式 的系数

币
。 护 之

一 一三二七一一一

一
。 ’ 币

。
。 一 。 币。 ’

下面我们将讨论方程 到 的数值解法和展开式 的系数计算问题

系数
,

的计算和方程数值解

第二节中给 出的所有方程
,

由于四阶导数项的系数 《
。 。 一 , 在高雷诺数下是个小

量级的量
,

给数值求解工作带来一定的困难 见
,

因而传统的有限元方法和有

限差分方法很难达到本文要求的精度 我们采用下面的 一
有限元方法

,

通过适 当

选取有限元基函数和在粘性边界层选取较细密元素两条途径
,

求得了比较准确的数值结

求解系数 价 , 的计算步骤是

对于给定的 。
计算中性 曲线的上下分枝 与

,

丸
。
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求解使波速一汤 取最大实数值的点
。,

对于给定的 。, 。 通过
一

方程 和它的伴随系统

求解特征函数 价。 与 叻

依照下标数对
, , , , , , , ,

的次序依次求

解 衡 , 和系数 价八

中性曲线上下分枝上的点
,

和
,

是通过求解方 程 并 采 用

方法得到的

求一泣。 取最大值的点 。 ,

的程序是
,

首先应用点 试
, ,

瞬 和某一点

昭 求得一个二次复系数插值多项式
,

然后通过该多项式求得使一 ,

取极大值的点 时
, ,

第三步应用 时 代替第一步中使 汤 取值较小的点并重 复

上述步骤直至达到要求的精度
一

方程与它的伴随系统 有奇函数和偶函数两组解 从物理角

度考虑
,

我们仅讨论影响该流体不稳定性的偶数解 特征函数 币。 和 价
。

按照一定的要

求进行正交化
,

如取 价。 , 价
。

为了说明基本方法
,

我们设被求解的方程为

乙 价 云一 刀 , 一 孟一 。

一‘ 心
一 孟 , 言 价

,

式中函数 幻 分别对应于方程 和 代表 万 或者 百 两项

令 口 〔 一 ,

设 ‘。

为 口 的某个有限剖分
, 价的逼近空间为 币

”
〔 口 ,

应用 原理得

‘ 万一 刀 , 一 孟 一 二 。尺。 一 , 刀 , 一 。刀 , 价
”

一 。,

〔 , 。 , 价
”
〔

,

口

分部积分两次并应用边界条件得

中
” , ‘ 币

” , ‘ ,

· 功一 、, 一
·

。

〔云 ‘ ‘

一
‘ 宕‘

·

, 犷 百 ,
。

‘ · “
·

一 。 一 , ‘ ,价
”

占 、 价
”

召‘价
“ ,

, 价一 ‘ , 一
, 力 ‘ ,

一
‘“

·

,“
·

我们选用 阶 多项式 城 作为插值函数和权函数 插值多项式 场

由下述条件求得

可以

一

喜息北
式一 ,

卜玫堂尽戈
式中

, , , , , , , , , , ,

且
,

幻、 , ,

,
, 、

, , 红 止二二生 、止二 遥二 遥二 、
移

之 一
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这里我们用 和 表示元素的节点
,

特征函数则可以表示为下述插值函数

中
, 君 尽

·

必
,

, , , 。, , ,

城
, , , ,

币 币‘ , 价‘ , , 中‘ , ‘币‘ ,

币, , 币 , , , 币 , , ‘币 , ,

式中 护 和 护 以其各阶导数分别表示它们在节点 和 处的函数值 导数值

将插值函数和权函数 马 代人方程
,

我们可以得到下面的元素矩阵方程

必
·

必
,

式中 和 为 阶复矩阵
,

且它们的元素分别是

‘ , 一 , 〔云
‘ ,

一“ , , 口 ‘ , ‘ · , ,

一 。 一 , , ‘ , , ‘刀 , 言 ‘ , 〕 ,

。‘, 一 ‘ 。。‘。。 , 一 。‘。‘。 , ,

式中
名

— —移

所有上面的积分及下面将要给出的积分都是应用 求积法计算的 式 的广

义复矩阵特征值问题则应用 方法的求解程序

在求解非齐次序列方程 时
,

为了保持运算精度
,

元素分布及基函数在逐次求

解和右端项的计算中均与求解 叻。 时相同 由于函数在元素节点处的 到 阶导数值已

经求得
,

在计算右端项的微分时
,

不会再有精度损失 其基本想法 以求解 价 。 及 。 为例

说明如下

应用 匀 求解 。 。 时
,

我们需要计算下面的积分

神 一 亏一 孟尺 , 一 孟 十 吕厅一 。
叮 中子 , ,

。中全 一
,

弓币

口卫产‘

代人解函数 姚
, 中二 并分部积分得其矩阵表示式

,

些
。

些。 ,

。

一 必
。

些。 ,

式中矩阵 和 的元素分别为

。 , 一 。 ‘ 〔亏 一 端 。 。。 。。 , 。孟。‘。 ,

一

吕云一 ‘ 。 ‘ , 刀厅万 。月 , 刀叮 ‘ ,

‘ , 一 。 一 ‘。二 ,

一 。、。 , , 多 ,

由 得

‘。 一 火么 在‘

八么
七 · ’

式中 表示
。

剖分中总的元素个数
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币 。
所满足的方程可以用矩阵形式表示如下

一 必
。

一
。

必。

对于计算结果我们进行了细致的检验
,

展开式 的系数 经过与相应的伴随

系统比较
,

有 位有效数字是一致的 特征值 ‘ 经过相应的比较可 知有 位有效数字是

可信的
。

特征函数与其伴随系统的解则应用下式

〔亏 , 价
·

,
’

“,全,”一 ’‘
·

”,‘
·

, 巾
·

“ “’‘
·

”’‘·

丑少 弓 《
〔, ‘。

,
’ ·‘’‘。”,“·

一

八 二

一

占
心

一
一

︸只︸汽乙州弓一心

“ 一万甘一下丫一飞乍一布犷一

一

一
一

、 一
一

二

图 一 方程特征解 实部 图
一

方程特征解 虚部少

汽︸份八甘

一 弓

山 二 ‘

于

城一

一

护夕沪

一

二

允
十
理

, 对

一

︸弓‘

“卜一斌厂
一

一
一 拓 一 一瀚‘

之

一
一

一

工
﹄认夕心‘

图
一

方程特征解 实部 图
一

方程特征解 虚部
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表 有限元素法与其他常用算法的比较

,,

,,

,,

。。

子子

护护

廿廿

百百

,,

,,

,,

。

。

,

。

。

十
·

卜

十 ,

十

十
,

。

。

,

一

一

一

。

弓

一
。

一

一

。
。

。

、

任 了

。

。

一
‘

一
。

一

一

一

一
。

。

弓

。

一
,

一
。

一
。

。

。

一
。

注 法

法
法

法 一

法

一 乙〔万 价。
, 万 ,价

。 。
, ,

〕。
,

一 百 。。。 币。己

进行了检验 图 一 , 绘出了 。 。, 。
时特征函数图象 表 给出了各种方法计

算
一

特征函数的精确度比较 可以看出上面的 一 方法是比较 好的

应该指 出
,

上述 一 有限元素法不仅精度高
,

而且比较经济 该方法用 个元素

在 机上用 秒 的结果与有限差分法用 个分点和大约三倍 的 时 间

计算的临界雷诺数还要准确三位有效数字

平面 流的稳定性

作为展开式 的一个应用
,

我们应用它近似
一

方 程 对 于 平 面
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。‘二“‘· 流的特征方程 , ,

竺 一 ”,

可 以比较直接地认识该流体稳定 性 的 某

些特征 这儿我们将做下面两个工作

在雷诺数较高范围内计算平面 流的中性曲线

对于不稳定模型 ‘ , 计算
一

方程的特征值谱线

在对应于流体最不稳定模型的点

扰动波波速

一“ 。
, 邻域内

,

由方程
, ,

管

一
, ,

并将半纯函数
,

展开成级数

一 。‘ 一 尺。 十 。 。 一 。。
一 一 端

一 。 一 。 一 。 , 。 一

一 , 一 。 一 内 一 。 ,

一 尺。 ,

令 “ ,

在等式两边取实部
,

得一个实系数的三次代数方程
。,

一 。 ,

一 十 一 丙 ,

, 一 内 一
,

一
, ,

一 内 ,

一 。 一
。 ,

一 一
。

,

一 。 ,

解出

该方程有三个根
,

其中一个是模大于 的根
,

另外两个根分别对应于中性曲线的上下分

枝
。

在方程 两边取虚部
,

且令 “ , 我们得到计算中性曲线上特征值 ‘ ,

的公式
,

一 。, ,。‘ 一 。 。‘ 一 。 。‘ 一 。 ’

‘ 一 。 一 。 ‘ 一 , 。‘ 一 。

十 ‘ 。 一 丙 , 一
。

‘ 一 。 一 。 , 、 一 。 ,

在表 中我们给出了部分关于上式

口魂·

。

图 ‘ 一
方程特征值谱线

中的系数 的值 详细结果可参考王

发民的博士论文 表 中给 出 了 由

和 求得的中性曲线上 和
。 的值及对应的特征值 实 部

,

的 值

为了检验该展开式的精度
,

我们对上面

的结果与直接求解
一

方

程的结果进行了比较
,

可 以 看 出它 们

是一致的 图 绘出了该 中性 曲 线 由
。

到 的图形

为了更清楚地认识平 面 。

流的稳定性特征
,

我们在 一
平面上

对于给定的 。,

通过
, , , ,
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依大小次序七个点的计算
,

绘制了波数 。 对应波速的谱线 其结果由图

至图 表示
。
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注 数值解 近似结果 三次展开公式
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咖沙淤诩

一

一
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斤
淇 刀
令 尸
‘

一

叮
匀
口

叮
·

矛、。。

左
‘

今 天
牛

· · ·

卯 七、

方程特征位谱线 图

心
一

一

方程特征值谱线

讨 论

从数值解角度考虑
,

本文采用的 一 有限元方法有以下优点 与 函

数展开法比较
,

该方法更适用于高雷诺数的计算 前者在雷诺数高于 。, 时将会 遇 到 困

难 与
一

有限差分法比较
,

有精度高
、

应用网格点少等优点
,

整个计

算仅需 个元素
,

而差分法则至少需 个分点

在数值求解中
,

由于流体粘性的影响
,

特征函数在边界层会出现峰和谷的较大波动

需要在临界层和边界层内选择较密集的元素分布
,

其区域为 〔
‘

十 一 合, 一 〕
,

这儿
,

表示函数的临界点且
‘

一 了 一 。、。

一

特征值展开式 的收敛区域是

卜
。
一、 梦 业

,

当然它在求解上还存在着技术上的困难 为此我们在计算中做了以下的估计

应用在临界点 气 , ‘

上的展开式 斗 ,

计算
一

方程的特征值
‘ ,

所得结果在 一
。 。一

。 ,

在中性曲线内的范围内与直接的数值解一

致 这说明该展开式在应用较多的中性曲线的鼻部是可靠的 见图

应用 在点 。 。 , 少 上求得的系数
,

该两个结果的一致出现

在区间 内

当雷诺数大于 时
,

该展式的收敛区域比较小
,

甚至不能保证在 。 时

收敛 这个现象描绘在图 中

展开式 应用于平面 流稳定性研究 可以用讨论代数方程

的解的问题代替困难的 阶复系数方程特征值求解
,

显然这是十分方便的 由式

可以十分方便地计算该流体稳定性中性曲线
,

并得到比以前更准确
,

范围更大的结果



王发民等 一 方程特征值问题的一个展开式

,

黑
。

方程解
实肺结果

一

方程解
‘ 实验结采

·

匀
,

。 。。。

」

才

咤 , , 。

叹

‘

,

。 而丽一下丽

叫咧荆月州卜

口

图 级数展开式与直接数值解比较 图 。 级数展开式在 尺一 、“

时的收敛性

应用 描绘了能较全面描述平面 流稳定性的谱线
,

送是以前没有文件记

载的
,

同时也为大涡模拟等工作提供了不少方便 本文较准确地计算了临界雷诺数
。 , , 。

应该指出的是
,

该展开式还可以用于其它平行流或非定常流的稳定性讨论
,

我们 已在

这方面做了一些工作
,

而且会出现在以后的文章中

这一工作是笔者留学英国期间完成的
,

在此笔者十分感谢英国帝国理工学院数学系

主任
,

的指导和帮助


