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摘 要

本文将增量谐波平衡法
,

结合组抗方法用

于分析具有摩擦结点之结构稳态动力响应 这方法之主要优点是能将线性结构与摩擦结点分开来

考虑
。

当摩擦结点之自由度远小于线性结构之 自由度时
,

计算是很经济的
。

发展了一个分析这种系

统之计算程序可与一般有限元结构分析程序如 或 相连
,

作为后处理程序
。

关键词 非线性振动
、

结构阻尼
、

干摩擦分析
、

有限元动力分析

一
、

引 言

作用于工程结构上之环境激励可以引起它的破坏
,

破坏的原因往往是 由于动力放大
。

因此

为了控制结构振动
,

须要有足够的阻尼
。

不幸由于迫求轻质量
、

高强度与工厂化生产
,

现代工程

结构往往只具有较小的内阻
,

如预应力建筑结构
、

焊接结构
、

与比强度大的空间结构等
。

在装配

式结构中约有 的内阻来源于结点
,

而干摩擦阻尼又是结点固有的特性
。

因此利用摩擦抑

制结构振动一直受到人们的重视
。

早在 年 就对单 自由度干摩擦体系进行过分

析
,

并求得 了精确的稳态解
,

他的方法后来被推广到分析二 自由度体具有一个摩擦阻尼

器 〔 〕,

但精确解法很难推广到分析多 自由度体系
,

也难以分析在一个周期内具有多次停滞的情

况
。

八十年代初期发展了分析非线性系统高阶近似的增量谐波平衡法 〔妇 〕,

后来被引伸于分析

干摩擦系统具有停滞滑移现象
,

取得了良好的结果川
。

在文 〔 中
,

处理多 自由度干摩擦阻尼系

统时
,

迭代求解之未知数为线性模态与非线性约束之和
。

本文中将阻抗法与 方法相结

合
,

未知数只是非线性约束数
,

故在处理多自由度体系时
,

计算时间与储量可大为节省
。

线性结

构之阻抗可用实验测定
,

也可以通过有限元分析求得
。

本文发展了一个计算程序
,

可利用实验

或有限元分析获得的阻抗函数
,

与摩擦元之特性相结合以进行系统的非线性动力分析
,

并可与

或 等程序相连以分析复杂结构
。

‘ 本文得到香港政府 与我国国家自然科学基金资助 本文于 年 月 日收到
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二
、

方法

如所周知
,

逐步积分法与谐波平衡 法是非线性动力分析中两个最常用的方法
,

前

者在通用有限元分析程序如 中已被应用
,

其优点是能分析复杂的非线性系统
,

缺点是

内存与计算机时均很庞大
。

方法特别适合于对系统进行频率响应分析
,

但以往的研究大

多限于单谐波近似解
,

近年来发展了将 方法与 变换相结合
,

对非线性系统进行多

谐波分析的方法
。

遇到强非线性问题
,

如摩擦滑动在一个周期内有多次停滞的情况
,

非线性问

题的迭代收敛得不到解决
,

为此发展了 方法与 一 一

方法
。

方法一开始研究了一些连续体系之非线性周期与准周期振动问题
,

后来被推广

到 研 究具 有停滞的摩擦滑 动 响应 间题
,

它 与 方法 实质上并 无 区 别
,

只是 在 使 用

法与 法的次序上有所颠倒
,

但在运算时带来了较大方便
,

在分析强非

线性系统之稳态响应时
,

这个方法是很有吸引力的
。

下面我们先从 方法说起
,

非线性系统

之运动方程为

艺 一
,

幻 尸

,

为非线性元件内力矢量
,

为外力矢量
。

上式左端为结构线形部分之运动方程
。

将非线

性部分作为变力移至方程右端
,

设

一 艺 月 、。 , ,

‘ 、“

代入 式
,

用 法
,

令

一一砚厂‘ 主十 处十 ‘ 一 厂一 ￡’
跳田艺

以

便可得到

一 时 。

一 时皿 十 」
“

·

一 凡 ”二

反 九 十 凡

其中

、少、﹄少仄曰八勺了胜、、 。 , ‘ , 。 ,

, 、 一

厂
“ ‘

一
‘“‘ , ”、

一

厂
“

一
’ “ 儿

“

﹄

阳

·

扮姚
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式 中 。。 。 ,

当 一 即只取一阶谐波近似时 , , ,

便是等效线性刚度与阻尼
。

一阶谐波平

衡又称等效线性化法在工程控制领域又称描述函数 法
。

曾长期以来被应用

于简单非线性系统分析
,

只曾被用于分析具有局部非线性元件之多自由度体系
。

对于摩擦问题

就须要多谐解
。

用福里哀级数求解干摩擦系统之响应最早是 做的
,

文 将之推广

到计算多自由度体系
,

但局限于分析连续滑动的状态
。

文〔 〕将 方法推广到分析具有停

滞滑移的干摩擦系统之多谐解
。

法是 法与 法之结合
。

由 一 式可以看

出
,

因为
,

幻是 及 元之非线性函数
,

故 式是
。 , 。

之非线性代数方程组
,

可写成

、﹄夕、声︸了了‘了、夕 叮 一 , 一

二

里一 , ,

犷一 、

‘
,

分别为线性及非线性部分
,

当只用单谐波近似时
,

通常用简单迭代法求解

式
,

对一些非线性不太强的问题
,

用多谐近似时也曾采用简单迭代
,

并发展了所谓杂交时域 频

域方法‘”勺 ‘“全 ,

在计算非线性 内力时用响应之时间历程
,

在计算响应时用频响函数
,

时域 频域

之切换通过 及
。

即由一组假设的响应频谱 盖
‘, ,

二
‘’

开始
,

由 求得
,

,

代入
,

幻本构关系
,

求得
,

再由 求得非线性力之福氏展开代入
,

求得修

正的响应谱 分一 ’” ,

分一 ” 。

对于干摩擦具有停滞滑动现象等一类强非线性问题
,

用简单迭代法

不能保证收敛
,

故发展了 与 法
,

对 式应用 法
,

即令

。。 ”。 一 ‘。。
,

辈,
。。 ”。一

「口 勺
一 ’

乃 一 戈二 。二

入 吸

四
’‘

习

‘一 ‘ , 一 “ ,

细

便是 法
,

可见 法是先用谐波展开及伽辽金法将运动微分方程组化为非线性代

数方程组
,

再用牛顿 一 拉莆荪法求解方程组
。

法与 法不同的是先将运动微分方

程组用台劳 展开作线性化近似
,

再用谐波展开伽辽金法求解
,

即在 式中

令

以
, 二 ,

云
, , 尸 ,

动
二 十 ‘ 二 一

, 二 , 。 一 尸

将 式作台劳展开
,

并略去高阶项
,

得到增量运动微分方程

。

攀
。乃 李

。、 婴
。旅 十 禁 ,

。 了 婴
。 尸 十 婴

。 。 一 。

〔龙 ‘ 以 口 切



工 程 力 学 第 卷

万 。“ 十 ‘ 。“

一 万
。

“ ” ‘ “

将 代入 并用伽辽金法

厂
“ 。 ““ ’ 以

法
, ,

⋯ ,‘

瞬以

便得到以 、 。 , 么 ,

为未知量的线性代数方程组
,

由假设的一组 ‘ , , ‘”开始可以求得 纽
二 ‘

‘, , ,

然后进行循环迭代

一

川 一 ” 一

“
, ’ ‘,

, ‘, ’ 乃 , ‘, ,

夕 , , ,

⋯
,

当 垫兰 沙开华己业
。, ’‘ 一

。 , ‘ ”‘ 一 , ,

屯‘ ,

一
一 二下二一 不 , 石一一一一一

”‘

。 时便得到收敛解 。为预先设定的相

对误差
。

三
、

组抗凝聚与 结合分析多自由度干摩擦阻尼结构

当多 自由度结构具有干摩擦元件时
,

摩擦元件与结构联结点的作用力为 ’ 任
,

擦力
,

为摩擦元二端点之相对变形速度
。

结构体系之运动方程为

尤 一 厉夕、 云

为摩

式 左端是线性结构之运动方程
,

是外力矢量
, 。

幻是摩擦元件与结构的连接力矢

量
,

之元素是摩擦元件二端之相对速度
,

当有 个摩擦元件时

’枷 一 艺 ’枷
·

一 凡枷 ⋯ 〕
,

‘

一 尽 一

呜 ,

尽分别代表第 个摩擦元二端点总体座标号
。

二
。 ,

一 户
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以 一 ‘ ,

丽 邺了

、一
餐一 、 等一 扩

,

方法之第一步是将运动方程作台劳展开
,

并取一阶线性化近似
,

设对应于激振参数 蜘

及 。 之当前状态之响应为
。 ,

临近之状态参数为

一 。 十

二 氏 十
二

叻 」。

则增量运动方程为

。名」了
’

。。 月
’

’刁 一 十 ‘心

其中
丑 一 弋。苏万 毛 。。 七 ‘ 。 。名夕、 之。 一 。

」 一 扩。 名。 么

之。

为 函数
,

是 幻作台劳展开之一阶增量项

口 一 石一 石

从 式可见
,

当
。

恰好是运动方程之准确解时
,

二
,

故 又称校正项
,

从一组假设的
。

开

始
,

代入 求 么 ,

修正 值
,

反复迭代直至收敛
。

在计算系统之频率响应时
,

通常保持激振

力为常数
,

在每个频率进行迭代时 。 也保持为常值
,

故在式 中 八 一 。, 么。 ,

这种方法称

为 法之 。 增量功能
,

即在迭代过程中保持幅度增量不变
,

迭代求解 么。 ,

这里以 。 增量

功能为例
,

式 简化为

端 」
’

。。 ’

一

因为 及 “中含有 佗
。 及 陀

。 △之
,

故式 是变系数微分方程
,

方法之第二步就

是用伽辽金法求这个方程组之近似解
。

对于多自由度体系
,

用复数谐波展开可得较简洁之解
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答
,

故令

一 万
·“ ’‘ ”

一 习 ” 。““ ”

一 万几。

」 一 刀
‘川 丫

将 代入
,

并用伽辽金法
,

将式 乘以
一 ‘一 并由 一 二 积分之

,

则得到

‘

。 。 , , 。 , , 、 , , 葱凡
, 、 、 , , ,

、 , 、 、 , 葱仍
, 、 、

“少 一 少 十 ”
’

少 一 价 戈少今 赢
“

’一 、 ” 一 “ 一 ” 、 ” 一 从 ’少令令 牙顶丽万刃’’一
‘ ’ 、 ”‘ ’

。

是系统的第 阶频响函数矩阵
,

其 行 列元素为

, , 一

万了赢百耀羚

叭
, 甲 分别为第 阶特征矢量中之第 及 个元素值

,

、 ,

为第 阶特征值
,

右
,

为第 阶模态阻

尼 比
。

, ,

⋯
,

⋯ ⋯
‘

⋯ 为 一
,

在
,

区间内之 个零点
, 。 ,

、 , ,

了 。

。 ,

。

镇
矛

丸 一 尹

十
‘

少﹄、

一一
‘土

一

一般情况下
,

迭代只在非线性摩擦元 内进行
,

故只须研究与摩擦元联结点之传递 函数
,

该传递

函数可以用有限元分析求得
,

也可以通过模态实验求得
。

对一个多自由度体结构
,

当只在局部

点附加摩擦元件时
,

可将该系统视为附加摩擦杆件之线性结构
,

即一个线性结构上作用有若干

成对而反向之摩擦力
,

因为在线性结构上加 个摩擦杆
,

相当于在杆与结构之连接点上加 对

大小相同
、

方向相反之摩擦力
,

如图
。

尹一 八一 ,

奋
, ,

一 尸、

一 凡

尸刃口

戏 几 两
声 声

图 图

图 具有摩擦元件之结构示意图
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脚 由图 可知
,

第 个摩擦元二端点之相对位移频响为

‘

一 一 ,

艺
。 。 , 一 , , 一 , , , , 。 , ,

艺 。一 。
, ,

⋯
,

一
,

⋯
, , ,

⋯二

。代表在线性结构 点上作用单位简谐力
,

点之频率响应
,

由 式决定之
。

相似地有

一 ,

亡 价

艺
。 。 ,

一
。 , , 一 ,‘, , , 。 , △无 万 一 从 , △

巴

利用 二式
,

将与摩擦杆二端之相对位移集合为矢量
,

则有

一 十 凡 一 佑
, 。

又 乒 义 一、十

一

卜 昌
乙

一 ’

一 “ 八

少军万 , 之。

川
‘ 门

一
丫 」

。 ,

分别为与 对摩擦力及 个外力相关的凝聚的第 阶传递函数矩阵
,

其构成方式为 在

完整的传递函数矩阵
。

中先删除与摩擦力无关的行
,

再分别删除与摩擦力及外力无关的列
,

然后将对应于 、 , 队的行相减
,

得到凝聚的 又 及 丫 阶矩阵
。 。

及
。
分别为删除零元素的

外力 阶高谐分量 与摩擦力凝聚矢量
。

式 可写成矩阵形式

另 一 十
,

仁“
’

〕

、、 」
一
, ,

〕

·

厂

一一
︸

其中每个分块子矩阵均为 火 阶方阵

〔
, , 。

〕一 〔, 〕
,

·

⋯
”

‘ 。夕

、
⋯

「
’ ‘ ·

〔
,

一 ⋯
。

万下子升不官“ 一 ”‘ ·

汀 乙 。戈 众少
。 尹 、
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。

及 分别为外力及摩擦力引起之相对位移频响矢量
,

由式 右端第二项及第三项决定
。

因为
‘

要 由 之。

为零的时间决定
,

故 式必须迭代求解
。

在摩擦力较大或激励频率很低时
,

一

个 周期 内可能 出现 多次停滞 一 滑移现象
,

就很难求得 准确的 之零点
,

此时就需用

佗
。

逼近摩擦力 佗
。

令

艺。 ,

一

。 ,

艺。

成

盯 一

、、

一一
、、户

·

了吸、

显然
,

当 趋近于零时
,

艺。

就趋近于 艺。 。

如所周知
,

用牛顿法求解非线性方程组时
,

如

果初值选得不合适就可能得不到收敛解
。

引用
。 ,

可能从较大的 丫值开始
,

易于保证收敛
,

然后逐步减小 值
,

直到逼近 艺。 。

用 忆
。

代替 忆
。 后

,

会
’

“。 ’”、
一 ”‘

一

蠢万万

会
’

“。 ·

竺坚里 一 名 。‘ 一 , ·

卜 一 。·‘。
一 ’· ,

刀本 — 牡

一

会万
古 · ·‘··

卜 ,

一
, 一

万不丛 又 一 。。 又 翌二二上止卫塑三垫 。

刀乙 — 社

因此式 变为

〔
。

一 ⋯
”

’

象 念
。 ‘ ·

一
当 一

,

应用洛比达法则可得

〔

一 ⋯
”

’

令

一
注意到在 十 , 一 , 一 鱿 时间内

,

艺由一 丫 变为
,

有

女鹭鬓
一 “ 丫。

,

“一 ”‘ 十 , 一
· 阴 一 ” , ‘ 切 一 儿 · ,

一 ” 丁
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就可以看出
,

当 人 时
, ,

二式还原为 式
。

由 式可得

圣一
九

引万瓷
义 ‘巧 、 一 ’’· ,

‘ 悦 一 〕丫几十 一
昌 ”

一
丫

”落 — 儿

万万氛
又 “

一

’

当 加 ” 时
,

式右端第二项趋于零
,

乙 还原为 式右端第三项
。

因为 艺为未知数
,

故式

必须迭代求解
,

当摩擦力较小时可用式 及 式求 及 乙
,

当摩擦力较大或激励

频率很低时
,

可用式 求〔 〕及 乙 代入 式
,

由指定的 丫 值开始
,

迭代求解

‘》 一
‘

厦
, ,

一
‘一 ‘ ,

“ 一 ‘’ 十 “ ,

达 到收敛后再减小 丫值
,

再次迭代
,

逐次减小 丫 值
,

直至 俘
。 逼近 艺。 。

式 中

入 ‘’ , ‘,

为频响系数
,

每步迭代过程中须用式 将它们转为时域函数才能确定 时

的
, ,

故每步迭代均在频域求响应
,

再时域计算速度过零或 艺。二 丫 的时间点
,

用复数 及

反复变换
,

进行分析
。

四
、

双线性及多项式滞迟非线性元件

理想的库伦摩擦力可以用 幻描述
,

或用 幻逼近
,

实际结点中往往具有双线性

或多项式滞迟非线性
、

双线性滞迟性能可用图 示意
。

户

厂一八 ,

翡

图 图

图 双线性滞迟结点示意

与图 中摩擦元不同的是
,

图 中摩擦杆与线性结构相连时串联又并联各一个弹簧
。

对这种

结构进行分析时
,

可用图 的示意
,

以线性结构加弹簧 作为基本线性系统
,

通过有限元分
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析或模态实验求得非线性杆二端之阻抗函数
。 ,

此时摩擦杆内力仍可用

示
,

但

一 一 。

幻或 艺表

。

点之阻抗为
、, , ‘

牛
尤‘

故只须在式 式中将 , ,

改为
。 。

氏启 州卜丁一 , 肚

。

中对应于摩擦杆与弹簧
。

串联点之阻抗函数作如上修改后
,

便可用以上分析干摩擦

系统之全部公式计算双线性滞迟系统
。

更一般的弹塑性元件在简谐力的作用下具有多项式滞

迟型非线性
,

它在力一 位移平面之滞迟 线可表达为
,

幻 夕 夕, 么

或写成
二

一 了 一 抓 当 么

一 一 厂 一 当 之

通常 可用奇次多项式表示
,

可用偶次多项式表示
。

将
,

作一阶 展开
。 十 乃 , 。 乃 生

。 夕’ 。 ’ 。 夕, 。 。 ‘ 云。 云

将式 代入 式
,

再用复谐波展开
、

伽辽金方法求解谐波增量方程
,

由于式 中有
。

及
。 ,

须要在时域决定
。

的时间点
,

才能用伽辽金法求积分
,

计算量大而且收敛性

差
。

一个近似的方法是用 法
,

将 幻用相同幅度与面积的椭圆代替
,

求得等效粘性

阻尼
,

即令

丁
” · , ·, · 三,‘

一
阴

一

为等效粘性系数
,

为幅度 之函数
。

因此有
,

云 去 夕 云

。

加
, 。 十 魔

〕

去 。。 十 犷仕。

山 十 ,

加

从 一组假设的 。 开始
,

由 式计算
。 ,

由非线性元之力位移本构关系计算
。 一

, ’ 。 ’ ,

用复 计算

, ‘ 一 万 ,
, , 。 ‘·

一 万
, , ·

。
’

‘ 一
。 ,一 。‘

一 艺 。二

一

再代入 式
,

用伽辽金法作谐波展开



第 期 具有摩擦阻尼结点之结构动力分析

” ‘ ,

⋯
、 ‘ ,

又 , 、 又 ,

⋯云
。 了气“ 。 十 ” ’“。 十 ”“ , ” ’

“ “ 尹、十 令今
· 乙‘ ’一卜

·

十 ‘”万‘ 艺 , ‘ ’

山 式右端第二
、

三项可以计算式 〔
, ,

〕
,

〔
。

〕阵中元素
,

再用以上方法迭代

求解
。

五
、

算例

一个二层框架之频率响应用上述方法进行了计算
,

框架之计算模型如图

图 框架计算模型

框架座于滑动基础上
,

基础是水平弹簧与干摩擦之组合件构成
,

在框架顶端作用有简谐力
。

框

架用有限元进行分析
,

用 个单元梁共 结点在第 自由度
,

微振力作用在第 个 自由度
,

用 法计算了频率响应
,

其结果见图 ,
,

框架之模态阻尼 日
,

摩擦力水平 由 到

变形
,

一 二 为摩擦力与外力之幅度比
。

刀

图 嘴 不同摩擦力框架之频响曲线

图 , 中
,

垂直座标是滑动位移除以摩擦力 鲁
,

水平座标是激励频率与框架差频之比
,

显然
,

摩

擦滑动可使响应降低
。

应当说明的是用逐步积分法计算非线性结构之频率响应是十分费时的
,
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计算稳态响应至少要取八至十个周期
,

每个周期内又要分几步
,

每步要对一个大矩阵求逆
,

还

要迭代
,

这个例题如用数值积分求解在 机上
,

使用 程序
,

其 要几

个小时
,

因为有三条 曲线
,

每条曲线又有很多频率
,

一个频率又要八至十个周期
,

用本文之

法
,

可先用线性有限元程序计算出线性框架之传递函数 特征分析
,

然后在微机上作非

线性运算
,

大大节约机时与储存
。

六
、

结 论

用 方法分析非线性结构之频率响应十分便利
。

将凝聚阻抗法与 方法相结
,

分析具有局部非线性滞迟元件的结构
,

可大大节省机时与储量
。

对使用摩擦结点的抗震结构设

计有参考价值
。

致谢 本文得到香港政府 与我国国家 自然科学基金资助
,

谨此致谢
。
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