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砖石类 一 材料
,

是指一类受压时皇弹性但几乎不抗拉的材料
,

其应力

、、‘吐二弓乙了、价、

张量 口 为半负定
,

与应变张量 试 的关系为
‘

礼
‘ 二 一 ’

十
,

其中
’

。为弹性矩阵
,

为半正定张量且有

口 。

一 习

设区域口 内给定体力分布
,

全部边界上给定载荷
,

口
一

,

· ,

则平衡条件为

口
·

内
, “

口 上
,

·

为边界外法向矢量
‘

由
,

可知
,

此边值问题可等价于下述泛函的极小问题
·

‘ 。 , 一
。 · 。 一 。 ‘。 一 。。

、
,

试司 为砖石类材料内所积蓄的弹性应变能
,

‘ ’

〔
,

在 刀 口 函数空间 即有

中里其这
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界变形函数空间 内讨论 , 的极小问题
,

其中 在口 上的积分在 空间的定 义 见

【
,

为位移矢量
。

最近
,

〔之
,

研究了此类结构平衡状态的存在性 为使 匀 在 空间满足关键的

强制性 。 条件
,

它们主要需要所谓
“

安全载荷假定
”

如下 存在满足
,

,

式的应力场 和某严格正数
,

使得 十 为半负定的
,

这里 为单位

阵 容易明白
,

这并非解存在的必要条件 这个较强的假设构成了【
,

, 最重要的局限
,

因

而 引人注 目
、

本文将突破这个主要限制而提出一个较弱且物理含义很明确的假设来代替它
,

然后

在类似于 〔
,

中其它补充条件的情形下证明存在性定理
。

基 本 假 设

为简单计
,

和 〔 相 同
,

本文只考虑二维情形 首先
,

类似于
, ,

设下述其它补充条

件成立

对给定的 。及
, ,

存在半负定的相容 即满足
,

式 应力场 显

然
,

事实上此乃解存在的必要条件
,

故设其成立是自然的
。

泛函 在 空间是弱下半连续的 为此
,

〔
,

曾给出充分条件如下
定理 。 设 。

’

是允许的 。 、 区域 ” ,

若存在一不在边界邻域有界的相容且半

负定应力场
,

则 在 , 月“
卜

是弱下半连终的 ,
, 、

厂 、
、 一

本文与 〔
,

的主要不 同在于潜代它们的
“

安全载荷假定
” ,

我们将采用下述更弱的

基本假设

基本假设

若对应于载荷

对给定的 口 和
,

万
,

存在正数
‘ 、,

使得对任意充分小的正数
, 一 的解 。

几

存在
,

则必有

。 ,

,

其中 ‘ 不依赖于
、

利用 〔, ,

中关于强制性条件的定理很容易推断出
,

若
“

安全载荷假定
”

成立
,

则

式必然成立
,

但其逆不真
,

具体论证从略一 这也就是说本文基本假定 比
“

安全载荷假

定
”

更容易被满足
‘

⋯ 一一

另外
,

式左边是区域 。的面积 对三维情形为体积 改变量
,

物理含义简单明确

现在
,

我们定义另一个正数 如下
‘ 的定义 对给定的 口 和

,

万
,

总可找到正数 ‘ ,

使得对任何 尹 和 风 , 夕
,

热
,

若对应于载荷 风
,

几 一 风。 的解存在
,

则必满足

。 ‘ , ·

习

这样的有限正数

于是
,

可定义

素之集合

一

的存在性证明此略
,

口 空间的一个子集 ‘ 如下

,

口 中所有满足下述约束的元
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、 。
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本文的基本 曾
、

想即为
,

替代全空间 刀 口 ,

我们将在其子集 中考虑泛函 的极

小问题
,

即寻求
。 〔‘ ,

使得

才 。。 一 才

显然
,

为完成原问题 中解的存在性证明
,

我们只需证明以下三点
,

设基本假设 成

立
,

则极小问题 之解在弱意义下满足原定解条件 一
,

即为原问题的广义解

在本文假设条件下
,

, 在子集‘ 内确实满足强制性条件 虽然在 口 全空间却不

然 因此
,

的极小点确实存在 下面分别给 出它们的证明

亏 主 要 定 理

定理 中最末一段的陈述 是正确的
。

证 首先导 出 在约束条件 下的极小点 梦。
所应满是的必要条件 为此

,

引

进松驰变量 占,

和拉格朗 日乘子 又 ,

得到拉氏泛函为

乙 才 。 又

利用 关于 的驻值性质可证明

载荷
,

应 由以下载荷替代

。 一
夕 口

。。

将满足全部原定解条件 一
,

唯一差别只是原

三一
,

二二丛
十 沈

·

十 几

。。还应满足其它驻值条件如下
。 十 。 、

,

之 ,

。 · 。 ·

一 一 。·

若 沈不为零
,

则由 式
,

必有
。

,

·

一
去十

习

而对应的载荷为 再注意 一钓 之解乘上正实数仍为载荷乘上该正实数时的解
,

故容易看 出关系式 巧 与 的 和 式相矛盾 这意味着 只能为零
,

对应的载荷

即原载荷
, ,

因此 。。 恰好满足全部原定解条件
,

即为原问题的解 证毕二

这样
,

原问题解的存在性问题归为极小向题 的极小点存在问题
‘

为研究后一问

题
,

首先证明

定理 若半负定的相容应力场 存在
,

则存在不依赖于 的两正数 。 ,
’

。 ,

使

对所有 。 〔 有
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证 据 〔 ,

中的逼近定理
,

与
,

类似
,

这里仅对 。 〔口 石 在约束条件 下

证明 式即可

为此
,

将 口 分成卞列三部分

口 〕 且 。 ,

口 ‘ 但 , ,

口 , 。

另外
,

注意 〔幼

及约束条件
,

我侧有

‘ 一 ,

一 ‘

‘ ’ ‘

一 、 。 、
口 一 ‘

一 。 成 了丁 。

以下用 表示一些不依赖于

〕
,

可知 十

口 ,

的正常数
。

于是
,

对 口 ,

注意 的表达式 见

,习

‘‘‘口

,

继而
,

设 平方可积
,

则有

。 提 才
孟口

这里
,

因为

‘ 。 一 。 一 · ‘

故记

才‘ 。 一 一 。 , , , ,

于是对 口 最后可得

一。一、 , 。 一 ‘ 从
,

挤习 ,

心

证毕
。

乌知

可

对 。 , ,

参见

一。 、 、 ,才 , 。 ,

口

而且 才‘ 皆有与 。 无关的下界
,

故由
‘

, ,

诸式最终可得 式
。

应指 出
,

此证明可推广至三维情形
。

另外
,

的存在只是简化了定理 的证明
,

而非

该定理的本质条件 由定理 可见
,

泛函 在 ‘ 中满足强制性条件
,

这就是本文中引进

口子集来替代全空间的基本动机 有了定理
,

我们便可能证明 的极小点的存在性从

而最后完成存在性的全部证明 ,

定理 在 中的假设条件下
,

边值问题 一 的广义解
,

或等价地
,

泛函 在

。 空间的极小点存在

证 据定理 , 为此只须证明 夕 的极小点存在

事实上
,

设极小序列 ‘ 〔 使得 才 。‘ 趋于 , 在 中的下确 界
,

由 定理 和

空间的嵌人定理 可参见 〔
,

〕
,

可知该序列 。 , 必为 刀刀 口 空间的有界序列
,

因

此可挑出一弱收敛子序列 仍记为
一

。‘ ,

它弱收敛于某个 场 〔 刀 口 ,

而根据本文假设
,
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约束式 左边作为泛函显然是弱下半连续的 例如
,

它显然满足本文定理 。的条件
,

由

此可知极限元 。 也满足约束条件
,

亦即 。。 〔

再 由下半连续假设
,

易知 式确实由
。
达到其在 中的下确界

,

即 。。 为 的

极小点 证毕

综上所述 本文在较
,

更弱的条件下 主要是用基本假设 替代较苛刻的
“

安全

载荷假设
”

证明了砖石类结构平衡问题解的存在性定理

几 点 注 记

容易理解
,

对砖石类结构位移解不唯一的情形
,

若用下述更弱的假定
, 。 。 若

弓 卜 习

代替
,

其中 扣 为同一载荷下的解集合
,

则仍然可证得本文全部结论

我们认为事实上条件 可能几乎也是解存在的必要条件
,

故本文将 式 或

式 作为解存在的条件对已有的
“

安全载荷假设
”
是一个较大的改进

众所周知
,

对弹性材料
,

当体力 “ 而且区域较简单时 例如
,

为星形区域
,

条件

式 在本文假设的其它补充条件保证下甚至可以取 ‘ 为零
,

即面积 或体积 始终将变

小 因此
,

由物理直观
,

我们可 以期望对砖石类材料在一些特殊情形严格证明 钓 或
’

式确实成立
,

以得到更为深刻的存在性定理二
本文结果对三维的情形很容易推广 事实上为此只须对定理 的证明作相应的

修改即可
·

另外
,

应指乡
,

本文结果也可类似于 〔斗 的思路
,

由考虑以 “ 。为参数的解序

列取极限而得到 但我们认为这里引进子集 以保证强制性条件的想法更具有启发性
。
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