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迟滞系统随机响应问题基于

函数级数的解法

刘京萍 欧阳怡
中国科学院力学研究所

本文提出了一个三次多项式的迟滞模型
,

并用

要

一

函数级数展开的方法求解
,

得到了不同阻尼及不同的非线性强度时系统响应的均方值 约
。

不仅从理论上而且通过实 验证实
了用这种方法求解迟滞系统的响应是行之有效的

、

简便的
。

一
、

引 言

在各种技术领域和人们的 日常生活中
,

我们常常遇到各种 各样的随机振动问题
。

为了能

有效地控制随机振动
,

许多学者对随机振动的间题作了较深入的研究
,

提出了求解随机振动

响应 的各种方法
。

对于线性系统而言
,

随机振动理论已发展得比较成熟
〔‘ ’ ,

而对非线 性 系

统
,

目前还没有形成解决问题的一般方法
,

通常都求助于数值计算得到问题的近似解
。

文献

〔 〕综合评述了近几年来在国外发展较快 的几种处理非线性系统随机振动的分析方 法
,

其 中

函数级数法的应用将会受到人们 的关注
。

因为用此方法预估系统响应时
,

一般而言对非线性

性质及激励都没有什么限制
,

而且求解精度较好
。

本文就是用这种方法求解了迟滞系统的随

机响应
。

二
、

分 析 方 法

对于迟滞系统
,

其迟滞特性通常简化为双线性模型 〔 一 “ ’ ,

但是这种模型还不能很 好 地

反映实际情况
。

文献 〔 〕则将系统的非线性部分分成迟滞与非迟滞项
,

迟滞项用指数型 曲 线

描述
,

这样虽然能较真实地反映实际
,

但计算时较繁杂
。

本文则将非线性迟滞项用三次多项

式曲线来描述
,

这种模型的优点在于它的表达式简单
,

又能较真实地反映实际的迟滞情况
。

设单 自由度系统的运动方程为

刀

为系统的迟滞恢复力
, 刃为系统的阻尼系数

,

其中厂 为任意的随机激励力
,

设
。 “ 。 “
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其中。。 , 。 , , 。 , 。 为常数
,

控制着迟滞回线的形状
。

回线形状如图 所示
。

将式 代入式 中得

刀 。 “ ” 才

令
‘为常数

,

一

将上式代入方程 中得

图 系统的迟滞回线

” , 。

其中 一 “

一

由方程
。 一 “ 一 “

确 定
。

现利用
一

级数求解式
。

卜 级数是一组完备的具有统计正交特性的随机函数
,

它 的前几项表示式见

附录一
。

任意的随机函数都能被展成
一

级数
,

且级数收敛于原随机函数
。

将方程 中的函数
、

展成
一

级数
的 十 目

, 云 《 。 ‘ 。 ‘卜
】“

, ‘ , “ “ ‘ , ‘ , ‘

伪 闰

‘“ ’ 一 , ,

⋯ ⋯
,

‘ 。 】“ 。 ‘ 工 “ , ‘二 《 , ‘ “‘

口

十 伪
《 ‘, ‘ , ‘ ‘ “

, ‘ ‘ ‘ ⋯ ⋯

口

其中
‘ 。 ’

非高斯激励
,

、 ‘ 。 ’

分别表示 才 、

约 的均值
,

约的第二项为高斯激励部分
,

其余项 为
‘ 。 ’ 、 “ ’ 、 ‘“ ’

⋯为巳知函数
, ‘。 ’、 “ ’ 、 ‘“ ’ ⋯为待求核函数

。

为了讨

论方便
,

设系统为高斯激励的
,

响应为零均值响应
,

且只取级数的前两项
。

将
、

两

式代入到式 中
,

略去
‘ ’

的平方 以上的项
,

并将方程两边同时乘 以 ‘ ” ,

取均值

整理后得

“ ’ , 勺 “ ’ , ‘ ’ ,
’“

, ‘ , 〔 ‘“ ’“
, ‘ , ‘ ’

一 汤

的
《 ‘, 。 ,

〕‘ ” ‘, ,

小
才, ‘ 〕 才 《 , ‘ , ,

山

再将
,

的级数表达式代入式
,

然后将方程两边同乘以 ‘“ ’ 才 , 亡 ,

并取均值
,

经整理得

‘“ ’ , , , 刀 ‘ ’ , , , , 〔 ‘“ ’ , , , , ‘“ ’ , , , 〕

白。 “ ’ , 才 , “ ’ ,

” 、、 , , , ‘ 亡, 亡 , 才

小
‘, ‘ 〕“‘
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十 门

、 《 】 亡, , ‘, 云 〔 《 “
, ‘ , ‘ , ’“

, ‘ , ‘ , 〕‘

一 门

斗 ‘”

《 , “
, ‘ , “

, ‘ , 〔 】“ , ‘ , ‘ , 〕 ’“
, ‘ , ‘ , 〕“‘

一 山

根据方程 和 可 以求得系统响应 的核函数
。

令
‘ ” , , , 一 ,

代入厂 的展开式得
二 “ ’ 件

又设 了 , 一 ,

‘ ’ ‘ , ‘ ‘

、 》 , 。, , , 二 ￡ 一 “ ’ , , 才 才 亡

其余

其中。 约为单位阶跃函数

““ ’“

将式 一 代入式 得

‘ · 。“ · ” · 亡 “ 一 ” · · · “ 一 〔 ” · · ” · 艺 〕 一 ,“ ‘ ,

将式 一 一 代入式 得

万 一 。县, 〔左才一 。 。 右一 。 〕应
十 〔 ,云

一 。 ,
一 。

粤
。
卜 。 〕。

‘

一今
。“ 一 “ ,““ , 一 ” “ ‘一 “ ,““ ,

一 ” · ‘一 “ 。“ “ ’。 ‘ · ‘ ‘

丁
“‘ 一 “‘艺

。 公 。 一

警
。 卜 。 。 才 “ “ 一 “ , ‘ ‘ ,

其中

解微分积分方程组

一

、 ,

由于方程组相互祸合且是非线性的
,

故采用交错迭

代法求解
,

当相邻两次迭代的结果之差小于给定 的精度值时即得最终结果
。

三
、

计 算 实 例

考察方程 的线 性部分

才 勺 “
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其解为

退滞系统随机响应问题华干函数级数的解法

了 一 刀“

。一

令 。 。 “些二刀兰 、

将方程
、

的非线性部分看成是系统的一部分激励并联立求解
。

, 兄
。 、 , 丸 刀 , 瓦 一

砚 正二

·

卜愈息
,
几

一介。 · ,
无 , , ·

一

其中 侧
, 一 “ 勺

二 一

给定
。 、 。 。

式中的系数 飞,
、

盆,
、

盖飞
。 ’、

勇飞
。 ’,

然后 代入至, 式
、

中的右

端
,

通过迭代求出
、 。 的系数 二丫

、 刀乳丫
、

二飞
, ’、

乏飞
, ’、 再将 , 、 。 代入到式

、

的右端
,

继而迭代出
,

的系数
。

如此迭代下去
,

直到
, 一 , 与

。

的相应系数之差的

绝对值及。二 一 , 与。二

的相应系数之差的绝对值小于给定的精度值即得最终结果
。

求得 才 、 。 后
,

由式
、 、 求出 “ ’ , 亡 , 、 ‘“ ’ , 才 , , ,

从而可求

得该问题的均方值
口里 “ 二 一 艺

一 “

了
〔、 】 亡, 亡 〕

丁
〔 ’“

, , , ‘ , 〕 ‘ “‘ 一
’

〔· , 〕“ 卜 丁一 才 “
一

之 。

乙 兄 二。 万 。 。

一
’

七二

在实例计算过程中
,

给
、 。 零初值

, ,

精度为 一 , 二 ,

。

当阻尼系数刀分 别为
,

,

一 二 一 , 一 一 , 。 一

时可得到一组
“ 值

,

其与云的关系曲线如图 所示
。

当改变系统的非线性强度时
,

即 当计算参数为

刀二 , 。 “ 石 , 一 卫, 一 一 分 别等于 一

。 , 一 , 一 时可得到一组
“ 值

,

其与 的关系曲线如图 所示
。

当使三次非线性迟滞模型退化为 模型时
,

即令
。 二 二 。时得

刀 。 “ 子才

作如上同样的替换
,

得到

刀 “ 芳

取刀“ , , 之 。, 二 。, 。 二 ,

可得到 一 “ 值
,

它趋向的平稳值为
二 。

文献〔 〕得到的值的误差为
, ,

这说明该交错迭代算法是可行的
。
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叮

叮

一

, 二 一

一

甲 一 门 ,

叮 ,

手 艺

方吮六台哦赞尔喻 ‘

图 系统阻尼系数的变化对均方值的影响 图 非线性强度变化时系统的均方值

为了更进一步说明函数级数法的计算精度
,

本文用文献〔 〕提供 的模拟迟滞回线 电路做

了随机激励的实验
,

测得了系统响应 的均方根值
,

并根据前一部分 的计算程序用实验系数进

行了计算
,

其实验结果 实 和计算结果叮计 之间的误差为
一

旦塞二 旦丝

百 口实

,
·

‘

这种误差的产生一方面是 由于测量误差
,

另一方面 由于设计的电路只能产生双线性的迟

滞回路
,

而进行理论计算时
,

是基于能量损耗一致 的原理将双线性的模型拟合成三次多项式

的迟滞模型
,

这两种模型间的误差必然在结果中有所反映
。

由此可见
,

实验结果与理论计算是符合得较好的
。

四
、

结 论

通过前面的实例分析可知三次多项式迟滞模型能较真实地反映出实际情况
。

此种计算方法及计算程序得到的结果是可靠的
。

随着时间 的增 加迅速趋于平稳值
。

当阻尼减小时
,

值变得不稳定
。

用级数展开法求解避免了求概率密度函数这一过程
,

与其它方法比较起来有简单易

行 的优点
,

而且对系统及激励没有提出要求
,

是一种适用范围较广 的方法
。
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附录 一 级数关系式

一

级数是一组完备的具有统计正交特性的随机函数
,

它 的前几项为
‘“ ’

‘ ’

开 ‘ ’ , , 亡 儿 , 一 一

万 ‘“ ’ , , , , 一 , 一 。

一 亡 一 一 才 一 才

其中 是白噪声过程
,

且具下列统计特性

亡 一

是 乞 函数
一

级数具有下述性质

“ ’ , 才 , ⋯
, , 当艺寺 零均值

·
“ ’“

, ‘ ,

一‘￡ ,“
‘ ”‘亡、

,

、
,

一、,

士
正交性

‘ ” 〔 , ‘ ’ ‘ ’ , , , 一

月 ‘ ’ ‘“ ’ , 万 ‘“ ’ , , 一 ‘ ’ 才。

一 , ‘又 ’ 云, , 一 ‘ ’

月 川 班
“ ’ 亡 , , ‘ 二 ‘ ’ ,

声 。 , ,

仃 , 一 ‘ ’ 。 ,

, 一 ‘“ ’ , 一 ‘“ ’ ,

‘ ’ , , ‘ ’ , ‘ ‘弓 , , , 一 ‘“ ’ ,

, 一 ‘“ ’ 一 ‘“ ’ , , ‘

一 ‘ ’ , , 一 才 一

一 ‘ 一
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