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摘 要

湍流研究具有重要的理论和工程意义
,

谱方法能达到快速收敛
、

高效和边界层 中高 分 辨 率
、

高精
度

。

用谱方法边界条件处理也方便
,

谱方法随着数值方法的改善和计算机系统的发展
,

它在湍流数值模
拟中的作用愈加重要

。

这里介绍 了一平直槽道及两个同心圆柱间的三维 一 方程数值求解的谱方法
,

在平直槽道中在平

行壁面的 劣 及 二 方向上用富氏展开
,

在法向 用契比雪夫多项式展开
,

与平直槽道 相 似
,

在 和

方向用富氏展开
,

在法向 用契比雪夫多项式展开
,

为解
一

方程
,

在时间方向用 一 。五

格式
,

非线性项用 一 格式
,

边界和连续条件精确满足
。

由平直槽道和二同心圆柱间流动的数值模拟结果表明谱方法是 一 方程数值模拟的有效方法
,

数
值结果与理论结果相符甚好

。

关健饲 一 方程
,

谱方法
,

数值计算
,

湍流
。

引 言

湍流运动几乎充满整个 自然界和各个工业部门
,

湍流运动的研究具有重要意义 自

以来已有 多年的历史
,

但由于湍流运动的复杂性
,

至今未取得严格理论分析方 面 的 重 大突

破
。

目前由于计算机的飞速发展
,

数值模拟方法已经成为与理论分析
、

实验研究相 当的三个主要

研究手段之一
湍流的数值计算首先是由以下几方面展开的 采用各种湍流模型的数值计算

,

大涡模拟和直

接求解 一 方程
,

采用湍流模型的计算具有较强的工程性
,

计算方便 大涡模拟和直接求解 一

方程的方法是近十多年来才开始发展起来的 直接求解 一 方程的方法不需要模型
,

比较准确

但为了描述复杂的湍流运动
,

需要足够的网格和足够小的时间步长
,

一般说需要计算 ” 个点

次
。

为此必须建立较高精度的计算方法
,

采用并行计算
,

还需要巨型高速电 子 计 算 机
。

大涡模

拟 则采用尽可能简化的模型来描述湍流
。

它 比直接求解 一 方程要简化一些
,

需要的 计 算机

容量和速度可以略小一些和略低一些
。

大涡模拟的正确性可由实验验证或用直接求解 一 方程的

方法来检验

谱方法 〕由于采用了快速富氏变换
,

所以具有效率高和精度高的特点
,

已 被 用 来直

接求解 一 方程
,

以直接模拟湍流运动 “兀 。

但谱方法 目前还只能用于比较简单的几何 形 状的

本文于 年 月 日收到
。

本工作得到大气数值模拟开放研究实验室 的资助
。
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流场

本项研究工作是探索用谱方法直接模拟平面与弯曲槽遣中湍流流动的可能性和困难所在 由
于 目前计算机条件的限制

,

尚不能直接用于揣流的数值模拟
,

但本方法用于低雷诺数流动的计算

以论证本方法的可行性
,

计算表萌本方法具有较好的效率和精度

首先认为湍流运动仍然满足 一

的向量形式为

数学问题的提法

方程
,

在这里只考察不可压缩流体的湍流流动
,

这 时 方程

、子
、,,产尸一

了、犷
‘

优 德 戈
刁子 一 一 顶百 “ 厂 “ 一

·

该方程已被无量纲化了
,

其中 犷为速度向量
,

为压力
,

为雷诺数
, 二

这里要讨论的流场为平直槽道内的 流动
,

所谓平直槽道是在两块平行的无限大平板 间的几何

空间
,

弯曲槽道是由两个半径不等的同轴圆柱形壁面所夹的环形通道
,

它们的几何形状及座标选

取见图

对于平直槽道内的流动
,

我们假定它沿某一方向有一主流
,

该方向记作
,

在其它方向的流

速不大
,

并且总流量也不大
,

沿 方向为零 由于壁面限止
,

沿 方向的总流量也在零 附 近变

化
,

统计平均值为零 因此在平直槽道内的压力梯度可以分解为两个部分

。 ’

其中

。
, 呼

一二厅一 ‘

其中 二 为壁面的平均切应力
,

为槽宽
,

七 为 方向的单位向量

对于弯曲槽道
,

由于它是一个环形通道
,

故不需要将压力递度分解为两个部分
,

但两个圆柱

形壁面至少有一个应当在转动
,

或者二者以不同的角速度在转动 这样方能给予流体以动力

下面将平直槽道和弯曲槽内流动的提法表述如下

对于平直槽道
,

方程改写为
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冲

斗心丝了
‘

一

‘一卜

飞矿
一 ,

一

, △犷 了
·

厂

二 厂 竺 、
、

一 。 。 一

边界条件

,

几
,

厂
, , 之 ,

才 ‘
, , ,

夕
, 之 ,

为正整数

从

厂 , 一 ,

戈 。 ,

, 戈 , ,

, 。

为 二 , 二 方向的长度周期
,

。
,

对于弯曲槽道
,

方程写为

犷
百了 一

一弓卜

一

△犷
、吸,

·

厂

犷 里二、
、

、

、夕舀

厂 二一 。 。 一 各

犷 二 。 。 各

犷 丫
,

加屁 , 才 , ,

犷 丫
, , ,

其中
。

为 方向的长度周期
, ,

为正整数

这样
,

我们取得了两种不同情况下有相类似的方程 和
,

对它们取散度可得到

△
·

其中关于平直槽道时 夕
。

为求解上述方程
,

除了周期条件外
,

在壁面上取

一一
回盆

如一而

的条件
,

为了确定起见
,

应当在某一点给定压力 值 由于在后面描述的谱方法中压力被消去了
,

所 以为了计算压力值
,

还必须单独求解 式

三
、

平直槽道内解 一 方程的谱方法

根据谱方法的基本思想
,

首先将速度向量表示为谱函数的形式

犷 艺 艺
, 耘二 ,

棍
, ·

, 刀
,

‘
,

棍 认砂 气
‘

、 、 ‘ 。

其中

丸,

兀优
。

一 ,

⋯
, 一 , , ,

一

兀 ”

‘ “ 一兀
二 一 , 一 , , ,

一

根据方 程
, “ , 应当满足如下条件

一 扬 一



勺
·

。 , 夕
, 二 ,

瓦。

尹“产
‘

, 刀
,

棍
,

气 卜 , 二

将压力求解单独地归结为解方程
,

,

戈
, ,

它满足如下条件

仑

为了消去压力项 从而把压力计算分离出去
,

选用新的

谱函数如
, 二 ,

从

夕 , 二 币, , ,

瓦, , 二 一‘‘ 一‘耘 , ‘

棍
一 讲‘ 口 一

汽
召

」

】, , 二

,勺、少口九劣
,

卜

掀

茹 二 , 二 ,

劝, , 夕
,

小, , 夕 , 二 ,

将 式代入 式
,

在 式两边再数乘 小, , ,

并对于全流场积分可得到方程

小迎里「
介吧

户 。
,

乙
一 , ”‘” “ , ““ 一

丽总
“ ,

’

而
,

「杀
一 、 、 、 命。 ‘

而
, ·

介。

一 “ 分 一

其中 为 的富氏变换即

, , ,

⋯ 举硫
,

棍

夕
, 二 ,

瓦二 诀 , 。 诊 ,

︿一
艺、一一

了

为了简化计算
,

设

, “ , 亨 。丁“ 了

并且把 妈
,

也分成 冲夯和 冲补
,

并要求它们满足下列条件

‘吕

二一口

好
月

,

砖
,

诱
·

“丁 夕

“ 了 夕二

“寸

兮 梦

其中

将 式代入 式
,

其中

‘
一

冲兮
, ,

币了, ,

刀
北二 里

代替 如
, ,

可得方程

。一

夸兰 一

命
· 。 · 二 ·

才
一

曝二 一

斋
。一 。 一 十 二

,
, , 一

诉

,
, , 一

砖

二 ,
, 一

舜
,

砖 。

亨

、 , 一

称
,

研

二 一 称

了

赵了 夕

︿了︿一

, ,

,
,

一

一 拐 一



为了进一步简化计算
,

对于每一组 棍
,

无
二 ,

作一变换使得
叱二 ,

了 璧 忿
, , 二

再记 ‘ , ,

、 , ,

为、二 ,

、 因此以下表达式中都令 、 一 。
,

这样砖
,

菇
,

舜
, ,

诉 可 以作如下的选择

沂
一

钊
诱

, 一

举
’

菇
一

诉
, 一

』
,

其中

,

夕, 一 刀 “ , 夕 , 一 夕 ,

,

会哥一石号乡丢万 箫爵
‘ ‘一 。 , ’‘’

, , , , 一 夕 一 , , 十 夕 ’ 一 ’

为契比雪夫多项式

买 二 功 夕

为了保证了完备性
,

当 瓦 二 北 时

二 ,

嵘
菇

一

称
一

冬
称

一

三
,

四
、

弯曲槽道内解 一 方程的谱方法

对于弯曲槽道内流动
,

谱方法的作法是与前相类同的
,

但是更为复杂了 在这里设

节二
乙 艺 乙 知兮 亨亨 了 丁 听 人

‘

气 七 了

其中

其中 , ,

兀拄

“ 沉 , 托‘ 二 一万

一

二 一

一 ,

, ,
’

不
一 , , ,

⋯ ,

, 都与 无, ,

无 有关
,

它们分别是 瓦。 ,

棍
,

及
。 , , ,

夕 的函数
。 、

同样
,

选用新的谱函数

小, , 无。 , 。 , , , 二 二 协, , 杨
, 二 , 一‘无‘ 。一 ‘无 ,

·

, “ 决 口

尹
, ‘ 二

谈 。

·, , 一 聋北 一

一 灯 一



和
一

,
一

气
, 二

·

盆京

叶如引州一如

若选取

‘ ,

、 一 讯
· ,

好
一 “

’
一 。 十

擎
。

忿
,

、、,,召
,

一衅

一 名
了了,,、、

月

卜

“下
夕

、 一氏“ 、
一 。

骂
研

、

⋯

米

⋯

·

套
,

,

,

今们一 跳
翻 ,

乐声 , ,

户夕、、

一一
一好

对子 亨
,

今爹
今

,

’’二 , ,

二 对于 兮
,

,

是 的 变换后的算子
, 米

是 的复共辘

“ , ,

以上只对 棍斗 的情 况 而言
,衅

当 肠
,

肠今 时

沂
· 一

’’ 形
称

一 一‘

料 舔 戈
,

若 耘,

稀 时

砖
一

砖
·

琳 誉
祷

·

岌
,

如果在方程 两边 数 乘不季
, ,

补
, ,

对全流场作积分
,

可以得到与 。 式相类似的方程组

丝言
,

卜二 上

衷石‘万不伍 一 万百 户 ’对

丝、奈
,

祭

,

衷百‘万 。一 万石

。 。

十 月芫一一 丁一

二 斋 髯
· “ 一

“
。 , 。

︸︸

其中 月 侧》 一 ,

石川 二 协了
, ·

。梦
月

衅‘”‘, , 、, 一 丑 己

君一

, 欠 水

亨
、

对
叫

一卜
‘

争

了
, 一 二 。好

,

一 一



其中
,

日可为
, 一 ,

当 时
, , 二 ,

日二 时 二 ,

寺
,

日今 时
, ,

‘

,

,

⋯

式具有如下形式

刁刁弓二分几价冲﹄比

十

﹁门,︸月」尸卜沪闲﹄﹁,毗勺斗,一︷
七丰刁﹃厂卜

‘

哈

切厂一
才

卜一一一 一一州叫

七二三七了

下

此外
夕 , 一 ,

, 一 , ,

, 一 ,

孕兴兴
一

下票黔咎布
十

导名粤粤八‘一 。 , ‘

、 ‘ 十 工夕 十 少吸 一
一

一 一 、 一 心 ‘

, , 一 夕 一 , 十 , , 一 夕 , ”,

其中 夕二 一 各

五
、

数值方法和计算结果

在第三
、

四节中我们用谱方法分别得到了方程

和
。

应当注意 式是两个 元常

微分方程组
,

并且关于每个 棍 棍 都有一组的
,

式是 〔双 幻 元 的微分方 程组
,

也是关于每

个 丸
,

介。

都有一组的
。

它们的统一型式为
, 。

月 丽
一

天 刀 十 户

沿时间方向 的 差 分 化 采 用 入
。 。 和

一 , 亡 格式
,

即 关于 七拍环

一

一一一了了一
一

止 于

。 , 。 , 二 、 , 。 。 。

一
妍百, 、“

一

个 十 百‘石厂 ” 一 厂 ”一 ‘

或改写为

, 一

磊
。

一
,

橇
。 二

夸 一 。
一 ’

由于
,

只与 小
,

无等 量 有关而与犷无关
,

所以

石 式的求解是十分方便 的
,

因为
,

可 事先

计算出来
,

所以不需要迭代
,

方程是线性的
。

用谱方法求解过程框图如右

对对声
,

产作 成 ‘。 , 变换换

吕吕吕吕吕吕吕吕吕吕吕吕吕
确确确定。、尸

用用用 , 针葬 。 , ’’’

作作 。‘ 逆交换得户
“““

声声
, , 产

。。

一 功 一



本文分别对平直槽道和弯曲槽道 内流动进行计算

平直槽道

为了说明本文方法的正确性
,

这里选取 〔“ 等所给的初始速度场
夕兀

’

“ ,
夕

, 才 ,
, 一

·

了 一 夕
’ “

又
一 胎火二戈 斑 棍 “ , 叮

刀 戈 ,

夕
, , 一 二戈 日 , 兀

功 戈 , , ,

一 “ 蔽一 日恤无二 二 介

并对以下情况作计算
二 ,

△ 二 ,

瓦, 棍
, 。 二 在 二 方向网格点为

, , 二 方向分别为 个

点
,

计算表明 卜 加 时利匀流动为层流
,

而扰动的总效果衰减到可忽略的程度

助 二 加
,

肠
,

沁 计算表 明
,

随着 数的增大
,

扰动幅度的衰减变慢且计算发现
,

对应于一给定的扰动幅值
,

存在临界 数
,

当流场的雷诺数大于临界 数时扰动 就 增 加
,

如
。 八 时

,

加
,

当 。 减小时 就会上升

上述结论可以在图
、 、

中找到
才

尸‘ 二

刀口 。

刀‘ 二

功 , 匆

平均速度 —本文结果

▲ 计算结果

图

不同雷诺数下扰动幅值
随时间的变化

图

—本文结果 ▲ 结果

扰动幅值随时间的衰减 二

图

有曲抽道

为验证弯曲槽道流动的谱方法计算的正确性
,

本文以 卜 七七 流动为例

针 流动是内圆柱旋转而外圆柱静止时的同心圆环间的 流 动
。

随着 数
·

丫

的增加
,

流动会由层流转向不稳定流
,

进而变为湍流

本文对临界 数作了计算
,

在临界 数下扰动既不上升也不下降

初始速度场为
。 , 一 。。

令、、 ” 、· “二 。 ,

。一
·

,
一 。吕 , 一 。

会
“ ““。” “·二

“
“ 犷 ·

。二 二 ·

鲁 令“幼
“

扮 血
兀“

所得的 值见下表

一 一



稳定性分析结果 , 的结果 本文结果

。

“

窄槽道 一 各 乃

宽槽道 一 乃 乃 。

当 时计算最后得 到 层 流 的 分 布
,

即 犷
,

厂 二 ,

厂。 一 一 扔 各
·

一 乃 各
·

。

以上计算表明本文的方法和程序是正确的
,

由于计算机容量和速度的限制
,

用本方法直接计

算高 数的湍流尚有困难
。
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