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用降低固定样点组上的能量方差改进量子
。 。 方法中的试探波函数
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摘 要

本文在量子 方法中用固定样点组降低能量方差对试探波函数的

参数进行改进
,

并将以此方法优化后的试探波函数
,

用于
,

和 刃 分子能量

计算
,

获得很好的结果

关镇词 子 。。 ,

固定样点
,

试探波函教

一
、

引 言

作者在文献〔 中已指出 量子 方法 的显著优点是它可以高精度

地计算体系能量
,

一般能得到 汤 到 多 的相关能
,

而且
,

它的计算程序非常简单
,

内存要

求少
,

又不受波函数形式的限制 然而
,

在量子 方法中试探波函数 衡 的作用

极为重要 一方面
,

它直接决定了计算的准确度 另一面
,

它影响到收敛速度 通常选取试

探波函数的办法是直接把自洽场近似的结果 功 乘上电子一电子相关函数及 电子一核 相关

函数
,

即

衡 一 沪 二

这样的波函数是应该重新优化的 我们曾在随机行走过程中找出变分能量或其方差的变化趋

势
,

用最陡下降法在不断的
“

行走
”

中得到波函数参数的优化值
“

随机行走
”

在很大程度上避

免了取样的影响
,

但它又使得
“ 目标函数

”
的估算带有随机误差

,

即不能在有限计算时间中给出

确定的值
【 早在 , 年就用降低一组固定样点局域能方差的办法 去 检 验 和 改 进 波 函

数的质量 在 年也用过类似的方法改进波函数 等很成功地将类似

方法用于单原子分子和离子的 变分能量的计算【‘ 采用固定样点 改 进 波 函

数的突出优点是 它只用位形空间 中为数不多的取样点来检验波函

本文 , , 年 月 日收到
, , , 年 斗月‘ 日收到修改稿
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数的品质 显然
,

这会大大减少计算量
,

不必计算变分能量的积分
,

此时
“

目标函数
”

能量偏

差 的数值是完全确定的
,

无随机误差
,

因而在优化过程中可以运用更有效的方法 如牛顿法一

类具有二级收敛速率
,

比只有一级速率的最陡下降法有效得多

虽然用固定样点优化波函数看来十分诱人
,
但由于样点十分有限

,

人们自然很关心优化结

果究竟如何受取样点影响 例如
,

样点数 目如何选取以及参照能的选择如何影响结果等 本

文将讨论这些问题
,

并把该法推广到二原子和三原子分子
,

取得了很好的结果 一般
,

改进波

函数包括两方面 一是改进波函数的函数形式本身 二是优化函数中的参数 本文的重点是

优化参数
,

为了更有效地表明优化的机制和规律
,

我们的计算实例只用了较简单的函数形式

二
、

优 化 方 法

方法的表述

当波函数 衡
·

接近能量算符 的一个本征函数 咖 时
,

局域能应在整个位形空间

接近 巾 的本征值 这一事实使人们想到作为一个好的波函数
,

对于任何一组固定样点
,

其局

域能的方差应很小
‘

因而人们可以用缩小这一方差的办法来改进波函数 方差为

。 ‘ 一
· , ,一

一一叮

其中
,

为参照能
,

它与所计算的能量本征值很接近 求和是对 个取样点作的 ‘为第 个

样点的坐标
,

即体系中 , 个电子位置坐标的总和
‘

,

这些样点的分布是根据
一

’
来取样的 咖

是起始试探波函数 因为在优化的过程中波函数 价 是在不断变化的
,

最好根据 衡 即时试

探波函数 来调节点的分布 如果仍用 八
’
的分布点

,

则可用下式表示

全会
’ 子 一

·

,

又 了鱼丫
奋二屯、仇

一
一一护

这是 ‘ “ 所建议的式子
,

看起来似乎更合理
·

然而
,

在实用中可发现
,

当用收终速度较快
的优化方法时

,

此式会使优化过程不稳定
,

效果不好
·

这是因为 , ·变化太大时
,

使得会与
‘

相差很大
,

由 沙 到 汽 的变换已失去实际意义 所以本文采用 式

取样点的数目和选法

显然
,

样点取得越多
,

越有利于正确确定波函数 但从提高效率来看
,

选样点越少越好

最理想的情况是刚好选了精确的函数形式
,

如果该函数有 个参数
,

那末只要选 个样点就可

以完全确定这 个参数而得到正确的本征函数
,

并且与点的选取方式无关 当然
,

一般这是不

可能的 可以想到
,

取样点的数 目与所研究的体系大小有关 电子数越多
,

越能组成更多的分

布特征
,

因而需要更多的样点才能代表这些特征 另外
,

与体系的对称性也有关
,

对称性高的

休系需要较少的样点 对称性低的体系则需要较多样点 例如
,

球对称的单原子分子
,

当整个

电子体系绕原子核转动时并不构成新的分布特征 分子有轴对称
,

用 一 个样点就

够了 分子至少需要 个样点 而有 个电子的 分子则需要 个样点 个

待优化变分参数
,

与此对比
,

等发现
,

同样具 个电子的 原子
,

有 个参数
,
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却只要 个样点 其重要原因是 原子具球对称性 当然
,

样点的数 目
,

原则上也应与

选用的函数形式有关
,

函数形式越正确
,

需要的样点数 目越少

在选样点上
,

应当考虑如何把有限个样点尽量能代表出电子的分布特征 分布密度大的

地方应多取样点 这些样点的分布是按 汽
’选定的

,

为此就要进行以 八 为重要性函数的变

分 。 计算 最后
,

还要对样点进行检查
,

去掉那些局域能与平均局域能相差很大

的样点
,

因为这些具有大偏离的局域能的样点会把优化过程导入歧途
,

造成不良结果 这些极

少数样点比例很小
,

其影响却很大 因为总样点数 目有限
,

只能把最有代表性的样点选人
,

而

去掉那些不太
“

合格
”

的代表

当完成基于分布 八
’

样点的优化步骤后
,

可以得到波函数 沙
,

然后再以 沙 ’
来选样

点
,

重复优化过程
,

得到进一步改进的波函数 扔 当然
,

还可以一直做下去 一般
,

到 叭 就可

以了

参照能的选取

首先
,

要确定优化波函数的判据是什么 这里所说的波函数的优劣是以其相应的变分能

量的低高来衡量的 也就是变分能量越低的波函数品质越好 那么能否通过固定样点去降低

变分能量的途径以改进波函数质量呢 这是不行的 因为样点数 目有限
,

总可以调整参数使

在样点上的局域能很低
,

甚至还可以比真实能量还低 由于真正的变分能量是要通过整个空

间积分而求得的碑口果对固定样点强行降低能量
,

则在其它点 非样点 的能量必然升高
,

以致

真正的变分能量并不低 如果对固定样点降低局域能的方差
,

则情况与上述的不同 它是使

每个样点的局域能都趋于一个参照能值
,

而不是无限降低能值
,

因而可以真正改善波函数的品

质 由此可见
,

参照能
,

的选取对优化结果是有直接影响的

假设
,

一 十 方
,

这里 是所考虑的态的本征值 于是有

, , 一 牛又
乙 一

, ,

一 叮。一 。 。, 。

其中 端是局域能与本征能的方差
,

即

只
一 土 又 五 一

, ,

刀 了

计 是平均局域能
,

即

。

式的第三
、

四两项是常量 若选
, ,

则 占
,

欲减少 护
,

可以通过降低局域能与本

征能方差
。
和 叮 乙 来实现 若选

, ,

则 占
,

欲减少 护
,

可以通过降低 端及增加

玲 来实现 根据经验
,

选
,

比本征能略高为好 因为若选
, , 占 ,

当 一

不能进一步减少时
,

项将使结果变坏 对于 分子
, ,

的选取对优化结果影响不太

大 但对 和 分子
, ,

的选取就很重要了 事实上
,

式第二项的影响取决于 和

峥 对 于
, 、 一

,

无 论 选
,

一 一 或 一
,

其 占 一

士 ,

它们在第二项中的值都很小
,

所以选
,

或
,

都 可 以
,

影响不大 然

而
,

对于 几和 分子
,

它们的 价 分别约 一 和 一
,

这对第二项的影

响就很大了‘
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局城极小位

至今所使用的绝大多数优化方法只能得到局域极小值 为了得到较好的结果
,

在优化过

程中应注意两点 局域极小值强烈地依赖参数的起始值
,

所以有时故意略为变动这些参

数
,

看能否改进原来的结果 因为优化过程受多种因素影响 如
,

和样点的选取等
,

可以

在不同条件下做优化
,

看能否找到更好的结果

迭代收散

多参数优化的各种方法都是一种迭代过程 因此
,

在开始优化之前
,

先需设置一个 尹 的

容许值 即到达该值后就不再迭代了 或最大迭代次数 作为一般的规律
, 护 在前 一 次

迭代中下降明显
,

之后就减慢了 收敛到很小的 护
,

并不总意味着波函数品质更好 即变分能

更低 , 因为这还与样点和
,

的选取有关 如样点和
,

的选取不合适
,

更小的 也会导致更

差的结果
。

三
、

试探波函数的形式和优化参数的选取

本文选用了比较简单的试探波函数形式
,

它由分子轨道的 行列式乘以电子一电子

和电子
一
核的相关函数

,

即

折 一 刀全
,

日 乳凡又
,

其中 二
, 是由电子自旋为 护的分子轨道组成的 行列式 又 和 分别是电子一电子

及电子
一
核相关函数

。

对于 况
,

我们采用下列形式固

“

一卜
‘

军⋯一
,

、二 , 口
, 卜。 , 、 。 。 」 、 沙

‘ , ,

、
,、 、、二 二 , 、

、
为了满足尖顶条件 子里 币 对自旋相反的电子对

,

应取 。 一
‘

价川拐司
’ ‘ ’

一
· · ,

一 一 , ,

一
,

, 这样
,

上述相关函数只包含一个变分参数 这个函数形式很便于运算 尤其是微商运

算
,

并且相当好地描述了电子的相关性【
‘ ,

、 ,
。

, 。 、
, 卜 , ‘ 。 口沙 , ,

二 、 , 人 、 二 “一
、

,

对于 ￡一 应满足的尖顶条件是就
, 坛一。

一
汽 同时

,

为了增加试探波函数的可调

性
,

本文采用通常的 形式
,

即

「, 一又升
。

。 二

—
,

石 一 , 。 」

其中 价
。

是电子 ‘与核 的距离

分子轨道由 型原子轨道线性组合而成 下面以 几分子为例说明波函数的参数

考虑 几分子的 个分子轨道由 原子轨道线性组合如下

沙, 一 、币 劝
, ,夕砂

,冲 , ,咖
, ,‘咖 , 二

考虑到 几的对称性
,

对于态 奋
,

各系数间有下列关系
, , , 一‘ 一 一, ,

一 一
, , 一

, ‘ , ,

, 一
, , , , , 一

,

其中系数
,

二 和 , 可固定
,

其余 个系数待优化 还有 个原子轨道 咖
,

咖
,

和 咖 的
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指数 叭 与 咖 取相同值 魂取其它值 以及相关函数中的
,

和 , ,

共 个参数

对 分子 态 茗力
,

有 个系数 个轨道指数以 及 , 几
, , ,

共 个 参 数 分

子共用了 个参数 巧 个系数
,

个指数和 个相关参数

四
、

优化过程和计算结果

由于样点是固定的 , 作为优化过程的
“
目标函数

”
的 护 有着完全确定的值

,

所以可采用具

有二级收敛速率的优化方法
,

如 或准 法 又由于 式是平方和形式
,

故采

用非线性最小二乘法效率更高 为了给出较精确的微分估算值
,

最好用双精度计算
,

并用中心

差分技术算一阶导数效果较好 图 一 给出了 分子在 次迭代过程中各物理量和参数

的变化 为了对比它们在迭代过程中的变化趋势
,

纵坐标标度不便统一标出
,

而将它们各自的

最大值
、

最小值和近 次以后迭代的平稳值列于表 本文用了 , 个样点

表 能量
、

方差和各参数在迭代过程的极值和平稳值

、月了

月,

‘‘一

,山‘了、全 全
最大值

最小值

平稳值

一
。

一
。

一
。

。

。

。

。

一
。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

一

。

。

。

。

从表 中可以看出
,

方差 护 一直在减少
,

平均能量 最低曾到 一
,

但到最

加 犯
迭代次数

图 沪 和 随迭代次数的变化 图 和
,

随迭代次数的变化
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入

﹄

一月呀内、

,一

迭代次数

图
,

和
,

随迭代次数的变化 图

,

迭代次数

又 和 卜 随迭代次数的变化

后又有所上升
,

用此组参数单独算的变分能量为 一 二

我们用最好的优化结果给出 分子变分能量为 一 士 ,

亦即获得了

约 多 相关能 能量为 一
’

因为 分子基态没有节面
,

所以固定节面

能量应能得到 基态的精确能值 一 本文实际得到的是 一 二

对于 屯 分子的计算
,

变分能值为 一 即获 得 多 相 关 能 能 量 为

一
,

精确能量为 一 , 能值为 一
,

即得到约 多 的相关

能
。

对于 分子
,

其 和精确能值分别为 一
·

和 一
· ·

本文用

优化后的波函数计算得到变分能和固定节面能分别为 一
·

和 一
,

即分

别获得 并 和 多 的相关能

由于优化的目标是降低能量的方差
,

也即在优化过程中总是在调节参数使得各点的局域

能趋于正确值
,

这样就可以推想
,

这一过程也有禾。于尖顶条件的满足 也即消除告的 奇 点 ,

我们把优化后得到的波函数做了这种检验
,

发现它们确实能自动地在很大程度上满足尖顶条

件 尖顶条件的满足无疑会对加快计算的收敛速度起到极重要的作用
,

因而也是一般衡量波

函数好坏的标准之一

五
、

结 论

在计算中
,

我们用了比较简单的函数形式
,

经优化后
,

对 , 礼和 来说
,

无论是变

分能或 能都有很大改进 实际上是至今所发表的最好结果 这就表明用固定样点优化
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波函数是行之有效的方法 与 相比
,

他只算了原子的变分能量
,

而本文则算了二原

子和三原子分子的变分能量及固定节面能量

固定样点优化法的优点是很明显的 但人们自然关心优化结果是否依赖于取样 从本文

的工作来看
,

对取样的依赖性是存在的 有的较明显
,

有的较隐蔽
,

只有注意控制这些因素
,

才

能得到最好结果

本文所讨论的波函数优化法只限于优化波函数的参数 为了全面改进波函数
,

还应在波

函数的形式上有所改进 例如
,

本文用单参数的相关函数形式和并不复杂的基底函数
,

用变分

法就可得到 分子相关能的 多 可是对 分子只能得到 多 相关能 对

则只能得到 多 这说明
,

随着分子的原子数目的增加
,

相关函数显然应考虑更多的因

素 现用的单参数的形式只与两电子的距离有关
,

这是一种最粗略的描述 文献〔 中已证明

电子对的位置也起作用
,

特别是当电子数增加时就需要更精确地描述电子的相关性

由于 指固定节点 或 , 计算通常要

比变分 多费 一 个量级的机时 对达到相同精度而言 要使后者的精度能与前者相

比
,

必须在改进波函数方面下大功夫
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