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摘 要

本文研 究简 化 卜 方程的一般形式及数学物理背景 所提 出的张量

型简化方程能够适应一般固壁情况
,

且具有最大的简化效果 文中运用主次特征法

并结合力学背景
,

阐明 了简化方程的影响域和决定域
,

为相应数值方法提供基本依

据 还通过对流扩散过程的细致分析
,

表明流场中扩散效应具有顺着流动方 向的影响

域
,

向流动上游的传播十 分有限 准则的倒数表征粘性效应 向流动上游 的

传播距离
、

以及顺流方向粘性效应 与垂直流动方向粘性效应的相对强弱 从 而说明 了

较大 数下完全 一 方程向简化
一 方程的 自热转

化
,

并将简化的概念推广于传热传质

关键词 流体力学
,

简化 , 卜 ‘ 方怪

对于较大 数的粘性流动
,

简化
一

方程 以下称 方程 能够

在简化计算的前提下
,

给出完全 一 方程 以下称 方程 的合理近似
,

从而得

到了较为广泛的应用 , 刀 本文拟提出 方程的一般形式
,

并探讨其数学物理背景
,

为

方程的更广泛
、

更有效的实际应用提供理论基础

一
、

方程的一般形式

对于具有平直固壁的流场
,

可置 坐标系的某一坐标轴 与物面平行
,

并以该轴表

征流场的主流方 向 若流动具有较大的 数
,

则可依量级分析方法推断 方程中

诸粘性扩散项的相对大小关系
,

取消 方程中的次要粘性项
,

即得 坐标系下

方程的基本形式 〔 然而
,

对于最有实际意义的弯曲固壁情况
,

流场的主流方向是各处

不同的
,

我们不可能在 坐标系下建立相应的 方程 现行的办法
,

系采取

方程的所谓附体坐标形式
,

笼统地取消沿着主流方向的所有二阶扩散项
,

得到现 有 形 式 的

方程
。

这种处理是不得已的
,

因为按照 方程的所谓附体坐标形式
,

只有空间坐标变

成附体曲线坐标
,

可设某一坐标轴与流场固壁相附
,

但速度分量仍维持 空间形式

由于空间坐标的基 与运动速度的基不一致
,

无法对方程进行有效的量级分析
,

所以对 方
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程的简化只能凭物理直观粗略地进行 比起 方程
,

现有 方程在形式上的简化尚非

十分显著
,

如对三维流动
,

方程所包含的项数多于 方程项数的三分之二

我们若将速度基取成 与空间坐标基一致
,

且坐标在固壁边界处附体正交
,

则粘性区中速度

变化量与发生该变化的几何空间的尺度完全对应起来
,

可以方便地分析 方程中粘性扩散

项的量级 在这种情况下
,

方程是张量型的
,

且为方便量级分析
,

宜采取如下形式 。

连续方程

斌丢
口

一

二
一刃一 伙 占

‘
附‘ 一 。,

动量方程
· ,“

岁
‘ 了才 , 厂“,

一 二“

能量方程

‘
,

耐豁一 器 六暴 八
““ 口

二一 十 巾 ,

口工‘ 广

其中粘性力项

“一

六晶 了百 ·

户黔 户 黔 乙。多 , ‘ 二 , ‘ 附

六示
一

石
附“ ’ 十 砂

奋犷
十 以 ,

口

峨、砂。
护、

豆‘、‘

一

、、

附
﹃

二, 、‘ , 盖, 。‘ , 评 。 一 鱼 , ,

立一

万
粘性耗散项

邢
口砰 ,

中 那 “ 汀
一

乙一 十 二一
‘ 口

‘

。 、,

口 ”

口才
’

口

‘ 口附
‘

口
一 盆, ‘, 氛, “ 才 ”尹

口‘

丁 产 一丁二
丫

口 万

—
气 占

‘ 、
才‘ 了 、 , ,。户

口

一石
式中

, , , 那 , 又, , 分别为流体密度
、

压力
、

温度
、

粘性系数
、

导热系数和定压比热
,

甲 为

流动速度
,

而 和 分别为坐标系的度量和 。口 联络 设坐标函数的变化较流场的变化

来得和缓
,

就相对流场的局部变化而言
,

坐标函数的变化可当作一种全场效应
,

则度量的介人

不影响枯性项的量级层次排列
,

与联络有关的备粘性项均是低阶的 与 坐标下的

情形 『 ,完全相对应
,

分析 方程中所有粘性扩散项
、

耗散项和导热项的量级大小
,

将所有次

要项剔除
,

即得张量型的 方程

对于二维流动
,

取 坐标轴 与固壁相附
,

方程形式为
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·

罗一
‘

广器 嵘二卜户 品
。 口仁 、

庆

,

口
, ,

口
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一 下下兀 十 一 厂几 卜
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,

浮 二 品
‘

写二
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‘
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口
, , ,

口
甲

’

命 甲 亦
·

视固壁形状的复杂程度不同

了 为常数
,

方程为

一一

对于三维流动
,

,

设物面上坐标

可分两种情况 如果固壁宜以一个坐标面来

口 叭

丽 戈拼

丽 尸
、

、‘附丫己口

,
‘、遥

尸
。

巡
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一
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, ,
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一一一

一
一一

︸

十 , 才
‘ 口附

’

那 。厂 旅
, 肠 ”拼

口 ’

口
,

附

口 ,

如果固壁边界发生转折
,

如叶轮机械的转子流道
,

宜以两个坐标面 分别取坐标 尸 和 扩 为常

数 分别与固壁的不同部分相附
,

相应的 方程为
,

盟
‘

一
。

器
。

篡
,

昌二

品
·

器
’ 。, ,

晶
·

昌笋
‘ , ‘“‘ ,
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一 式 中
‘ 甲 吧 万 , 甲万

口
附

〕
口附
口 ,

, 附‘甲
’

评 , , 二, 万 , 才 ,

附 ’附
, 二评 , 甲

,

甲
’

才

豪
一 附 层

,

附 ’

晶
阿 ’

户

显然
,

张量型 方程中所保留的粘睦扩散项
、

粘性耗散项及热传导项正好与边界层方

程中的相应项 目相对应
,

方程 已简化至极 对于三维流动
,

附体坐标系下 方程 无论是张

量形式还是一般曲线坐标形式 和现行 方程中的粘性扩散项
、

粘性耗散项均 由数百个子

项组成
,

而 方程中只保 留数个子项

方程的形式保证其有效性 方程在形式上由 方程和边界层方程组合而

成
,

在主流区退化为 方程
,

在附壁边界层区退化为边界层方程
,

而在主流与边界层之间

的干扰区中各项皆起作用
,

形式上完全等同于三层模式‘ 中的主层方程 因而
,

简化方程不仅

适应于无粘性主 流区和粘性边界层区
,

且能 自动反映主流与边界层之间的相互作用

二
、

方程的影响域和决定域

微分方程的影响域和决定域
,

是数值格式的最基本依据 已有 的有关 方程性质的

研究‘二 , ,
只是推求方程的特征根

,

而未曾确定方程的影响域和决定域 我们知 道
,

经典数学物

理理论即 对具有两个自变量的一般二阶偏微分方程的影响域和决定域的处理
,

是很完整的
,

但

除了某些特例
,

对多于两个 自变量的方程的类似处理
,

只限于特征根全是虚型或互异实型的完

全椭圆型或完全双曲型方程 对于其他中介情况
,

如三维边界层方程
,

宜循主次特征法并结合

方程的物理背景决定方程的影响域和决定域 〔 ,本文对 方程影响域和决定域的分析
,

亦循

此途径

兹以三维可压维流动为例
,

在 坐标系下分析 方程 设物面平直
,

其上

或 坐标为常值
,

且以 轴为主流方向
,

则相应 方程如下

口 口 户 ,

— —
门一 一 下一

旦互卫竺夕一 。

口

。丝 十 。

口 豁、

翻

厂
一

二 , 飞拜
口

口 口“ 、
只一 户 戒 ,

之 之

,即
﹄

一御

十 ·

豁
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留
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霎
十 留 如

‘

之
丝头

一一一

夕
﹄

盆口
︸

口口口

、

了赶、、

口 口 、
‘

尸 口尸 口尸 、
“ , 二 宁 夕 二

一

州 留
月

二一 一 “ — 月 , 一 嘴 留 一
口 口

“

、

剔
‘

黝 剥
‘

黝
十 ·

割 劲
以导数作中间变量

,

将二次导写成一次导的形式
,

上述一
、

二阶混合方程组转化为一阶方
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三址二
一 、 、 、

图 简化 卜 。 方程主特征所对应的压力影响域

程组
,

可推得方程的特征方程为

黔
十 ’ ·

瓮
十 ·

豁
十

黝
如 十

口 豁
,

黔
一

豁 洲
一 “ ,

“

了了、、

沙、,

式中价为特征面函数
,

为声速 第一个方括号的次数为
,

分别由 方 向动量方程和能量方

程贡献而成
,

前者含有
,

方向的粘性扩散效应
,

后者含有
,

方向的热扩散效应
,

使得

价 和 价 曰 、。 , 二 、
、

、 小 一 一 一
, 人 一

, , , 、 、 、 、

器 和 笋 具有同等重要性
,

造成 平面上的椭圆性
,

全平面互相影响 第二项源 自对流运
口 口

‘ 、 ’ ‘
’

‘ “

一一 一
’

一
产 一 ’

一 一
卜 ’

一
’ ‘

一
, 曰

’

, 一伙哪 口 乃“

撇怂
动对连续性的影响

,

流面成 为特征面
,

质量的信息沿着流体质点的轨迹迁移 第三项所表征的

特征曲面是法锥面的二次叶
,

比照非定常二维可压维流动的特征曲面方程

厂如 二 口价 己中
一 “ 一 门一 ,’ 一 一 霏

’

豁
’

」
一

,

可得图

线为

所示的景象

口

以主流方向坐标 为参数
,

特征曲面 局部切于 锥 上的轮廓

厂 丫 二
‘

丫
一 夕 刁一 气 — 留 一 “ ,

田 、、

‘

其中

。 。

系流体质点在主流方向行进距离 所 占时间 当 , , , 一定时
,

假设顶点位于原点
名 ,

则局部射线锥为
一

兰 一 兰 、
’ 十 犷

工 “

、、,了了︷、

一一

、

、,户
留一“

一

可以当作是 由平面 。 中的圆

一 , ,
一 , , 一 ,
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投射而成 锥体是否包含 口 轴 轴
,

取决于此圆是否包含 面上的原点 若 ”面上的流

动分速 沪 留 ,

小于声速 。 ,

则投影所得锥面包含 轴
,

否则 轴偏于锥面以外 这种特

殊锥状影响域对应于压力扰动的传播 按照方程 一
,

和 方向上的运动是没有粘

性作用的
,

使得压力扰动信号在随流体运动做对流传播的同时
,

又以声速 相对于流体运动在

平面上传播 而不管流动速度是否超过声速
,

这两种传播的合成总会形成具有方向性的影

响域

以上分析基于 方程的主特征 实际上
,

方程所含各项在流场中不同的区域会有不

同的重要性 在主流区
,

粘性不起作用
,

方程蜕变为 方程
,

因而 方程的特

征成为 方程的次特征 在附壁边界层区
,

方程蜕变为边界层方程
,

边界层方程的特

征成为 方程的次特征 方程的影响域
,

由其主次特征所确定的影响域综合而成

对于主流区
,

次特征规定
,

能量及主流方向动量的传递以流线上游为决定域
,

流线下游为

影响域 结合主特征
,

能量及主流方 向动量的传递以整个流动上游和流体质点所在 ”面 为决

定域
,

以整个流动下游为影响域 非主流方向上动量的传递
,

由次特 亚所规定
,

以流线上游为决

定域
,

流线下游为影响域 而对于压力传播
,

亚音速时次特征所规定的全场影响域将掩盖主特

征所规定的顺流向锥状影响域
,

超音速时总的影响域由次特征所规定的 影响域与主特

征所规定的顺流向锥状影响域组合而成
,

总的影响域仍具有顺流而下的特点

对于边界层区
,

动量和能量的传播影响域与主流区相同 压力的传播
,

次特征规定的影响

域和决定域均为 平面
,

与主特征相结合
,

总的影响域不涉及流动上游
,

总的决定域不涉及

流动下游

概括起来
,

方程中能量和动量约传递均具有顺流而下的影响特征
,

井且只要主流是

超声速的
,

压力扰动的传播亦在全流场具有顺流而下的影响域 前一性质对应于所谓
“
部 分抛

物性
” ,

而后一性质可称作“ 完全抛物性
”

对于超声速流
,

方程可循空间推进法一次扫

描求解
,

即是基于“ 完全抛物性
”

而与 方程的性质显著不同
,

方程中所有参数 包

括动量
、

能量和压力 均以全流场为影响域和决定域
,

原则上所有空间方向均同等重要
,

数 值计

算的代价沉重

三
、

流场中扩散效应的分析
、

方程
向 方程的转化

方程与 方程的差别
,

源于对流场 中扩散效应的不同描述方式 本节拟分析流

场 中的扩散过程
,

从物理图景上说明 方程向 方程的自然转化 由于流场中动量
、

热量和质量 组份 的传递均属对流扩散过程
,

我们的讨论从最为简单直观的热传递现象人手

有限扩散速度 —静止介质中的热扩散

经典的 热扩散方程
,

因表明热的扩散速度无限
,

温度的变化能在瞬间波及全场
,

且不能符合极小时限内的不稳定传热过程
,

已受勤疑难
,

并取而代之以如下的衰减式波动温度

方程和波动热流方程叹
一

口

己丝毋一’

“ 口 山 一
丁万 人一 三一 丫 一‘

一 几



中 国 科 学 辑 年

其中 和 。 分别为导热系数和导温系数
, , 为热流密度

,

一 丫 瓦
一

为热流传播速度 或称

为第二声速
,

而 为延迟时间

兹考察最为简单的点热源导热问题 设温度为 。的无限介质中突然引人一温度恒为 及

的点热源于坐标原点
,

可求得介质中温度变化的波动表达式
, , , 一 。

上
‘

一 。 。, 一 小 万
。 。 一 全、

一

,

、胜少

‘

十 —
龟一 —少,

,

纂丫刃价
了

一
汀

其中
,

为 阶 函数
, , 一 , 为单位阶跃函数

,

当 , , 时其值取
,

否则取

温度表达式表明
,

热流并非瞬时出发的
,

而是 以有限速度 向四周传播 热源处的散热强度
,

亦可求出为

, 。, , 一 李
‘

一 。

卫
。 。

扩任子
‘

、, 。

佗
一

生、一
,

冬
,

斗 。 ‘ 、 乙 、 乙已 」

其中 。 为零阶 函数 当第二声速为无限大时

五
, , 一 毯 仁

群夕
丫 二

同等条件下
,

经典 热传导方程

一一山一

的解为

了 一 ’一 丁。 十
宁

了一 了。

, ⋯
众

一 。 十

警淤集
一勺刀 ,

“ 一 ,

洲翁寰 ⋯ 一“一 ,
·

以上诸式的分析比较表明 以速度 传播的温度波面的温度突跃为
,

一 。

。

一
。

且温度阶跃所引起的最大热流密度亦有限

方程的解相一致

一

十
二 一“ ’,‘’· ’

,

当 趋向于无穷大时
,

波动方程的解 与

波动方程的研究
,

从理论上表明了热扩散速度的有限性 实际上
,

这种有限性亦可从抛物

型 热传导方程来理解
,

因为 方程解式中包含指数函数 一 , ,

它

作为解式中的主要项
,

决定了温度场的基本耗散结构 其次
,

波动屿 程的解式虽有形式上的突

跃性
,

实质上亦具有耗散性
,

因为按照 式
,

只要时间较大
,

突跃量就很小 我们熟知
,

无论

从 哩论还是实际的立场来看
,

物理事件的确定性都是有限度的
,

相应的数学描述当然只有在此
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限度范围内才算有效 我们可对热传导问题确定一具体的限度
,

当温度的变化达到这一限度
,

即认为不再有热的传播
,

并称温度变化大于这一限度的区域为有效热扩散域 按照波动方程
,

热流传播域的尺度为

, ,

而按照抛物型热扩散方程
,

有效热扩散域的尺度为
,

一 了压牙

因为一般情况下 口 均较 大得多
,

所以 只要 , 不太小
,

按照抛物型方程所确定的有效热扩散

域就会比波动方程所确定的热流传播域来得小
,

可见从实际上看
,

抛物型方程更有效地反映出

热扩散速度的有限性

‘ 、、、

图 流场中热 锥的形成

有限扩散影响域 —流场中的扩散过程

设均温均匀流场中突然加人一恒温热源
,

且热源随流体一起运动 若取以流动速度 “ 平

动的坐标系
,

坐标原点与热源位置重合
,

则温度场表达式与上节所得解式相同
。

若取静止坐标

系
,

表达式形式不变
,

只是空间坐标变为
, 一 , , , , , ,

其中 为空间点 与运动热源间的距离
,

而水平 轴与流动方向一致 按照上述关于波动型热

传导方程的分析
,

可知流场中热波传递具有与声波传播相类似的性质 如图 所示
,

当流动速

度 “ 小于热流传播速度 时
,

热的扩散会波及全流场 当 与 相等时
,

热流只能波及流动下

游
,

而对上游全无影响 当 “ 时
,

即流动超热速时
,

热流传播所及区域呈一锥体 因为 被

称作第二声速
,

我们亦称此锥体为第二 锥 热 锥 鉴于热速一般比相应声速小

得多叨 ,

热 锥比声 锥容易形成
,

不待流动成为超声速
,

热的扩散就 已具有顺流而

下的影响域了
,

这一图景与经典的理解迥然不同

如果借助有效热扩散域的概念
,

可更加确切地把握扩散效应的影响域 按照 式
,

热

扩散的有效传播速度是
,

一 了舀八
随着时间增大

,

有效传播速度减小 对于任意导温系数 “ 和流速 , 特 。 ,

对流运动总能赶

上热的有效传播 这一追赶过程的临界时间为
,‘ , 。 ,

而热流向上游有效传播的距离为

乙
,
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、 、

飞厂获石

、州州了

绍岁

一一

图 流场中扩散影响域的形成

对于实际中较常见的介质
,

液体 如水 的导温系数 在 一 左右
,

气体 如空气
、

水蒸

汽 的 在 一
一 。一

喻 左右
,

可见即使是对于极缓慢的流动
,

如 “ 一 ,

热波向上

游的传播距离也很小
,

分别在 一 , 和
一 ,

一 一 的量级 由此可见
,

流场 中热量主要向

下游传播
,

而向上游的传播非常有限 为直观起见
,

我们置图 设启始时刻热源位于原点
,

再

以字母
, ,

⋯等表示时间的增长顺序
,

则可推知
,

最初有效扩散速度大于对流速度
,

有

热流逐步向上游扩展
,

但扩展速度越来越慢
,

到以 表示的临界时刻
, ,

向上游的扩展达到

最大距离 心
, ,

扩散速度与流动速度相等 随着时间再增大
,

扩散速度越来越小于对流速度
,

热传播所及区域构成一个轴对称回转体
,

该回转体在垂直于流线方向的尺度为
。

一 了而 ,

因为横向坐标
“‘ ,

故有
。

一 了
‘,

呀“ , ,

可见回转体系抛物型的

方程向 方程的转化

上游扩散距离的相对大小能够表征热量向上游扩散这一因素的相对重要性 设所研究流

场的特征尺度为
,

它与热扩散回转体的整体尺度相一致
,

则上游扩散尺度与整体扩散尺度

之比为
, 凡

已 称为 准则
,

一般认为 凡 表征热的对流效应与扩散效应的相对强弱
,

现在看来
, 凡

尚能表征热扩散效应向上游传播的强度 对于大的 凡 数
,

热向上游的传播区域相对甚小
,

可

认为热的传播只向下游进行 对于流场 中的连续分布热源
,

流线上每一点都会发出一个与上

述孤立热源相同的扩散回转体 在这些回转体中
,

下游热源所发出的热扩散回转体是包含在

上游热源所发出的回转体之中的
,

因此流线热源所造成的热扩散回转体与孤立热源回转体同

尺度 据此
,

可进一步分析流线热源回转体中热扩散效应在沿着流线方向与垂直流线方向的
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相对大小 二者在能量方程扩散项中的量级分别是
, , , ,

叮, 弓

可见二者之比为
, ,

凡 弓

准则代表流线方向热扩散与垂直流线方向热扩散的相对重要性 对于较大 凡 数
,

流
一

线方向热扩散可忽略
,

能量方程转化成 方程中的抛物化形式

由于动量
、

质量的传递亦属于对流扩散过程
,

所以有关热扩散的分析 同样适应于动量方程

和传质方程
,

只是所对应的准则数不同 动量传递对应于 。 准则
,

准则除

了其经典意义 —表征对流效应
一

与粘性效应的相对重要性之外
,

尚能表征粘性效应向流动上

游的传播程度
,

以及粘性效应在顺流方向与垂直于顺流方向的相对重要性 对于较大 。

川 数
,

顺流方向粘性效应可忽略不计
,

方程转化为 方程
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