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论韧性材料的可膨胀塑性本构方程及

分叉时塑性加载路径
‘

李 国 深
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

文中证明所导出的可膨胀塑性本构方程是具有一 般性的一种表达式一 在此基础

上论证 了固体变形 出现分又时材料的本构行为总是顺从尽 可能
“

软
”

的加载路径

关键词 韧性材料
,

可膨胀塑性
,

本柯方程
,

分叉
,

应变软化

一
、

引 言

韧性断裂是研究材料失效问题的一个重要领域 随着载荷的增大
,

材料内部会出现微空

洞和剪切带
,

它们的扩展和聚合形成韧性损伤以致断裂 有关这方面的实验现象可参见

和 〔‘ , ,

和 「 , 的报道 这就提出了两个至关重要的研究课题

一是如何在连续介质本构方程中计人微空洞所造成的损伤作用和体膨张 二是出现剪切带状

分叉时材料行为所应遵循的加载路径

盯 在分析空洞模型的基础上修改了经典塑性力学 中的 一 型势函数
,

给

出含有空洞体积百分数
,

的塑性加载面 这一曲面在应力空间中随着
,

值的增 大而缩小
,

即

出现代表内部损伤的应变软化现象 在假设正交法则 仍然成立的前提下
,

提出了可膨

胀塑性本构方程 为分析剪切带型分叉
,

和 ’ 曾提出过有关 为控 制 方 程

但他们沿用了分析结构屈曲 分叉 的
“

一致加载 ”条件
,

即认为分叉时塑性加载路径不变 参

阅文献

但是
,

近年的发展表明 实际材料 中除了存在有较大的空洞 尺度为 拜 ,

在更高

的应力 应变状态下还会出现次级空洞 尺度为 那 两级空洞之间有较强的交互作 用并导

致材料的严重损伤 此时
,

仅含空洞体积百分数
,

的塑性加载面不再是光滑和凸的且伴随有

总体弹性模量值的明显下降【‘ , , 和 指明 , ,

由 和 理

论 习 所导出的出现剪切带的临界应变值远高于实验值

基于上述现状
,

本文提供了可膨胀塑性本构方程的理论框架
,

它在形式上具有一般性的特

点 论证了含有微结构损伤的材料出现分叉现象时
,

将选择
“

软
”
加载路 圣

本文 年 月 日收到 , 。年 月 日收到修改稿
文中有关工作为中国科学院力学研究所

“
非线性连续介质力学开放研究实验室 ”资助
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二
、

可膨胀塑性本构方程的推导

基于对韧性损伤为微结构力学的研究
,

我们曾指出〔‘ , ,

由于弹性与塑性的交互作用井导

致弹性模量的急剧降低
,

加上塑性加载面变得不规则
,

传统的凸性与正交法则无从成立 在此

情况下
,

欲建立合理的塑性本构方程 就需借助于更一般的原则
,

而不应限定由循环应力或应变

所耗散能必须保持为正的 因此
,

以下的淮导将建立在耗散塑性能表达式的等价性这一出发

点
。

先将应力张量 如 和塑 比应变增 量 才, 分别分解为 各自为 偏量和体量部分 在直角坐

标下将有

口 一 护 占 护 , ,

宁’一 。 犷
’ 吞‘,岔 才’,

其中 , 一 。 , 一 令、口 和 , 一 普一
。 分别为应力偏量和平均应力

,

而 丫一 二
“ ,

’ 、

一
‘

一 一
’ 一

“ 一
’ “

一 ” 、 一
‘ ,

令
。、。铃 和 , 一 粤

一

玲 则是塑性应变增量的偏量和平均部分
、 ” 一一

‘

一 一一 一
’一 ‘ , “ “

’

‘ 一 目 尸 刀

耗散塑性 能的增量可以表示为
‘, ’ , 、, 、

犷
’一 ‘ 改‘, 犷

’ 母、, 才’

一 , 犷
’ , ’

需要说明的是
,

这里的应力 卿 和塑性应变 ’ 都是一般意义的量
,

在小应变和大应变情况下

都有代表意义 要求的条件是应力及其共扼的塑性应变增量的标量积
,

可以代表耗散塑性能

的增量 例如
,

相对不同广义时间 了 可以有不同构架下的 表达式一 可以选在 。 初

始
, 不 瞬时 和 , 。 某固定时刻 相应地

,

可以将 表示为

甜 笋
,亦 了

, ,

在 坐标含义下
,

,
, 代表第二

一

应力
,

又此时的 犷

的 应变
, 一 , ,口 犷, ,

应是塑性

则是 意义钩 此时 二 , 专门用于 真应力且 汀
,

,

矛十 ,
, , ,

是变形率的塑性部分
,

其中 , 是速率分量
, 一 ,刀 犷

, ,

当 一 逐级更新拉氏体系 的描述方法被选作参考系统 这里

应力
,

它 与真应力的关系是 布 一

亥四的体积微元

另一方面
,

如果定义

勺
,

其 中 和
。
分别代 表 在

, 幻矛 为

和
。

时
一

一

、了、了连‘︸‘、了、
, 一 舜 三 , , , 汾

,

这里 ,

对 几 取名为等效应力并被定义为
。 。

几 一 、万
。‘,。‘,
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又称 。沪 为塑性等效应变

比较方程式 和 可见

几 , ‘, 犷,

既然在任意应力状态下等式 都应成立
,

又联系 匀式中对等效应力的定义
,

可以导出

君奋争
’

一 一
三, 。

—
矛。

于是

。 梦’ 七
’
一

二,

斗 『了
户 ‘ ,

鱼 。 犷, ’ “ ’了矛、、

一

所以
,

相应于等效应万的定义式 和任意耗散塑性能增量中偏量部分的等价表示原则
,

等效应变的增量就应该取 式形式

将 式代人 式后
,

得到

宁》一 塑
‘, , 、。才,

。

里 一竺竺仁

了’吼
户 占‘护

其中 斑犷, 吼 办忿
,

创口 面 沪 分别是 吼

模量 又因

塑性

和 二 一 留’ 曲线上的塑性切 线

户 『 夕,执一一氏

方程 可改写为

亨
’ 一

了 乏 及

斌 , 时

十 ,

会刃
““ ·。,

·

设全部应变增量为弹性部 分与塑性部分之和且弹性部分遵守 。。 定律
,

于是
‘, ,

厂’ 。、犷
‘

一 , 、 , 一 , 。‘, 、 , 一
石 云了,

份

户 走

少
叹 ,

吞矛 口受灸,

其逆形式为
, 。 。 。 、 一

。 。

口‘了 一

—
‘

一 气 ￡是 甲 亩 护走 了 口‘ 口花
月

一 斌份
一 二

,

石 夕 灸

一 罗 了、
鱼 一 , 石 石 罗,

妇 。

方程
,

与 一
所提出的可膨胀塑性本构方程具有相同的形式

,

其中 和 ,

分别是杨氏模量和 系数 以上淮导的过程表明
,

方程 和 不涉及塑性势函数
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正交法则 它们仅是基于耗散塑性能增量在表达形式上的等价变换 显然
,

这种表达形式的

变换可以不是唯一的
,

但仍然具有一般性的性质 因为它既不受传统塑性力学中所包含的约

束的限定
,

也不需要满足循环应力 应变所耗散的能量必须为正的条件叨
。

根据材料中有无损伤
,

我们将区分两类主要情况来讨论如何确定塑性切线 模 量 斌誊, 和

侧含

无损伤的塑性应变

一般来说这是指韧性材料处于小应变情况 此时
,

引份‘ 且方程
,

退化为

卜 关系式 在这种情况下
,

公设及其相应的凸性和正 交 法 则 是 有 效

的 进而可以假设加载面与
一

屈服面具有相似的形状 每一个加载面含有固定的

等效应力值并与塑性等效应变之间存在着一一对应的关系 按照这一规程可以认为塑性切线

模量 侧 , 是 。尸 的单值函数 于是
,

利 用单轴加载下的应力一应变曲线 一 。 就可以确定这

种关系 这是因为

雪, ,

其中
, ,

司而
, 氏 。 单轴应力 又 。少’一 , , 单轴上应变中的塑性部分

为区分塑性加载与弹性卸载
,

传统塑性力学 已针对这一情况作了明文规定
,

这里不再赘

述
。

含有损伤的塑性应变

当应变逐渐增大
,

韧性损伤将在塑性应变中起作用 在这种情况下
,

可以设想 斌犷, 和

斌份 是两个标量函数 它们取决于应力状态 口 ,

塑性应变状态 试力 和表征损伤作用的内变

量参数组成的向量 尺
,

戈 这就是说

雪, 一
, 。 , “ , ,

式
, 石 才

, 一 尸 。 , ‘ , ,

戈 石

基于针对空洞型损伤所作的微结构模型分析和实验研究 『‘ ,, ‘。一 ,

可以知道应变软化效应

和塑性可膨张性是损伤行为的两个主要特征 由于剪切型损伤并不一定附有明显的体积变化
,

所以最好对偏量和体量两部分响应作分别处理 关键的一环就是如何在偏量和体量的各自空

间中确定由应变硬化转为应变软化的转折点 就体量空间而言
,

在出现应变软化之前的膨胀

量是可以忽略的 在此
,

再一次利用从空洞损伤研究中所获取的知识和准则
,

可以建议

在 几一 。。

曲线上
,

当
。 又刃

,

一 或 。。

一 。。

时则出现应变软化
, , 。

由正转为负值

在 。 , 一 曲线上
,

当
。 又, ,

‘

一 ,

时
,

则
, , 成为负的有限值

当
。

一
。 ,

则表明材料失效 经承受了相当程度的应变软化之后
,

材料 已严重损伤并丧失了支承作用

在
,

和 式之中 又。 ,

‘
, 。。 ,

偏
,

氏
, 几 , 。‘

均为待定的材料常数联同应变软化

以后的
。

和
, ,

各值一起构成描述材料中韧性损伤和失效所需要的参数也是 式 的
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具体形式 而 ,

编 和 又 个参数是起着平衡偏量部分和体量部分的应力或应变的作用 又 由

于在大应变情况下全部应变值与塑性部分的差别可以忽略
,

这里和以后我们取消了代表塑性

部分的标记

为确定以上各参数
,

在文献 「 中作了报道和示范
,

所采用的方法是将计算机模拟与宏观

的和微结构的实验数据相结合 如前面所概述
,

微结构研究的确可以帮助我们认识损伤机理
,

从而建立描述韧性材料损伤后的本构框架及选择最必须的有关参数 然而
,

内部机制是如此

地复杂‘ ,

不能设想不依靠实验数据就能提供定量的材料损伤约评估 这就是为什么我们要

强调将计算模拟与实验信息相结合的方法〔

三
、

分叉时的塑性加载路径

众所周知
,

分叉条件可以归结为泛函 二 的二次变分 为零
,

即 达 到驻值
,

于是

护二 一

由于选用的参考体系不同
,

式的具体形式可以不同
,

但本质上可以将增量型表达式在物体

体积 , 内归结为

。一
,

〔“ ‘ , , 占 “ 、, , 。 〕“一 , ‘ ,

其中应力和应变的含义
,

和 式一样
,

取决于所选用的坐标系统 对于 和

体系
,

可参见文献 和
,

其中都有 的具体形式 式中的前一项

代表应力增量与应变增量的一次变分之间的标量积 后一项 是应力状态 。 和速率变分 或

称扰动 沙 的标量函数
,

它的具体形式取决于参考体系但并不影响以下的证明过程

设物体承受着任意几何可能的扰动 占 出现分叉时
,

可以讨论以下几种加载路径

直到分叉前所形成的塑性区
,

在分叉时部分地改变为弹性卸载区

原塑性区保持为塑性的

原塑性区中出现应变软化

原塑性区中不仅出现应变软化而且还萌发塑性体膨胀

在小应变情况下
,

由于没有损伤
,

讨论 和 两种加载路径已满足要求 但在塑性应

变增大并出现损伤以后
,

则 和 也成为可能
,

这是至今尚未讨论的 例如
,

实验现象表

明汇 ,

联接大空洞的剪切带是由细小空洞所串连 从折合的连续体来看
,

这个带 内材料不仅会

出现应变软化而且还有塑性体膨胀

利用 式
,

可以将 式中应力增量变分在分叉时表示为
占 、, 一 乙弃 , 占 血 , 。

从
, 百

”

土 。‘ 。, , 十 。‘, 。, , 。‘ ,。 , 妙 一 怎

一 , 荔

氏 九

护 灸

鱼 ,

允

为区分分叉时的切线模量与分叉前的有关量
,

在此均附加一个
“ 二 ”号

对应以上 种可能的加载路径
,

将
,

式代人 式后
,

可以得到
。 , , , ‘

和 ‘

可以证明
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。 , 。

先设整个物体体积

沙 口 ,

十 沙。 ,

其中 , ,

是各种加载路径相互比较时所共有的弹塑性区
,

于是可以写
。

一 △
。 , , 一

,

。

一
,

△
, ‘

这 里

而 巧 则是出现不同加载路径的区域

△ , ,

十 么 ,

‘

一
, ‘, 了“ 一 , “ 才 ·‘ , , 。 二

在不同加载路径相互比较时
, 。 ,

区是共同的且没有软化或膨胀突变现象
,

因此刚度系数张量

叔 , 上无需附加
“ 二 ”号 又 由于是讨论同一个 但是任意可能的 扰动 占 和相同的分叉前

应力 状态
,

于是在整个体积 内 函数的积分无论采用何种参考体系均不 影响 式的比

较 , ,

域内的积分也是共同的
,

不参于 式的比较

只要将注意力集中在比较 △
。 , △ 占 ,

△
。

和 △ ‘ ,

它们的具体形式是

△

一
,

六旨“ “ “ “ , “一

△ 吞 一
,

。““ 。‘, · 了 一
,

匕

△ 一
,

“六沂占 ‘ 了 ” , 。一 ,

△ 一
,

六““ ‘, “ 。 才
⋯

根据 种可能的加载路径
,

由 式可知

六粉一
石 、 、 妙

了 、““ ““ 十 心“““ 十 厂二 瓦 汀‘, “

、 克

呈 , ,

石
, 。 , 百

, ,

匕一一
吞了盆尸、

、产、
月

、了、

忠针一 六转一 石
矛 凌

十 。 划

,

一 石 态簇
,

一

十

产 乙产‘ 见 式 且 蕊 为有限值

、产、,产
‘

‘、了、

将
。 和 式分别代人 。 和 式

,

经比较 可以看出
‘, , , , 、, 占 。 , , 、, 谷 。‘, ‘

又因 鱼 , 五
, 。

石
,

于是 六飞牛沛 。‘, 。 , 一 六讥份 。 , “ 扩 , 一 正值

毛 志沂占 ‘ , 占 。 , ,

只有 当
,

”
,

即没有塑性应变情况下
,

式的左右两端才会相等 由此
,

在 外 体积内
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积分后
,

应得到结论

△
。

△ ,

依此类推
,

比较 和 式可见
,

由于

兰 , , 。

兰 , 弃
,

」

那么
,

态沂占 亦 , 占 , , 镇 忠又牛活 , 占 。 ,

只有当 嚣
。

一 时
,

二者才相等 由此可知

△ , △

加载路径 与 。 的不 同在于分叉时出现塑性膨胀
,

九 成为有限值

荔 》 时
,

一般来说
,

当

, 一 气

一 妙 一 , 十 九
一 工

其中等号仅在 羔 ” 时才成立 又因

占‘,占, ,占 由 占 , 一 占 ,占 ‘, ’ ,

那么
,

在相同的 器值下
,

附加塑性体膨胀以后

六琪
,占 , , 成 六沂 。‘, 。‘

由此导致

△
。

△

这一结果是以 式的成立为前提 不难看出
,

除非 盖 是个很 小为负值 这一情况实际

上可以除外
,

否则 式总是有效的

基于以上的各项推论
,

式 中的比较关系得到证实
。

以
。

和 , 的关系为例可见
,

要寻求分叉问题中的最小临界值
,

只要在符合 型加载路径的 。 范围内进行即可 这是

因为不可能有哪类扰动 占 形式可以使
。

从稳定态的正值出发
,

在更小的临界值 下 先 达

到零而 , 仍处于大于零的状态
,

这一情况将与 式相违背 依此类推
,

一旦材料情况允许
。 路径出现

,

就应该舍去 而在
‘

范围内寻求最小临界值 在有 路径出现的条件下
、

‘ 又优先于

为处理结构的塑性屈 曲所采用的
“

弹性比较固体
”
或

“

一致加载 ”的概念田 就是基 于
。

。 屈曲时
,

结构元件会有较大转动变形
,

但应变量仍很小
,

不足以造成材料内部损伤 从材

料角度看
,

还不具备出现 。 或 类加载路径的条件
,

自然也就不需要考虑后两种情况

现有的材料研究表明
,

和 式所归结的软化条件在大应变情况下是会出现的 为

此
,

几何扰动与材料突变会同时出现 这就构成材料分叉与结构屈曲在加载路径上的本质区

别 虽然材料不稳定性 的说法 已常见于文献
,

但尚未指明它 与结构屈

曲及不稳定性在概念上所存在的原则性不同

利用这一新概念
,

不仅能够解释为什么剪切带的实验临界值 〔刘 远高于理论值 〔 ,

还可给出

在带内随同材料分布的突变而相应出现的速率扰动分布 , 和模拟曲线型剪切带‘几 曲线型

剪切带与直线型带的区别在于
,

材料分布不仅沿带的法线方向有急剧突变而且在切线方向材

料的切线模量值也会有连续性变化 这些算例都表明
,

材料内局部地区会出现速率分又
,

在材

料条件许可的情况下
,

是和材料行为突变
,

即加载路径的转折相关联的
。
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四
、

结 论

本文导出了具有一般性的一种可膨胀塑性本构方程 它可以不限定于循环应力 应变

所耗散能量必须为正
,

弹性与塑性无关
,

加载面符合凸性等条件 在无损伤 小应变 情况下
,

它可以满足以上诸条件并简化为传统塑性力学中的 一
关系 进人有损伤 大应

变 阶段
,

结合微结构力学研究
,

材料实验和计算机模拟可以确定有关参数

利用本构方程具有一般性的特点
,

可以讨论分叉点上材料的几种可能的加载路径 结

果证明
,

在无损伤时该路径将遵守
“

一致加载 ”原则
,

没有弹性卸载 一旦材料中允许 出现更
“

软 ”的突变时
,

加载路径将顺应后一情况而转变 此时
,

速率分布的分叉是与材料行为的变化

相关联的
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