
现象 包括强度
、

尺度和谱特性 模拟的方法和措施
。

大气边界层的热力结构
,

对近地边界层中

大气湍流运动
,

有明显影响
,

在风洞中实现模拟是相当困难的
,

这方面问题尚待进一步研究
、

解

决
。

流体一固体精合作用问皿

工程中的许多流体动力问题
,

常常伴随着固体振动
、

变形或表面效应
,

发生流
一固之间的藕合

作用
。

在理论分析方面
,

要发展具有非定常边界条件的流体动力计算方法
,

研究适合于工程结构

特点 大尺度
、

非流线体具有多个相近 自振频率的复杂结构等 的颤振抖振和随机激厉的响应分析

方法
。

在许多工程问题中
,

流一 固祸合非线性因素是非常突出的
,

也经常会遇到非线性随机问题

非线性带来一些有趣的和富有启发性的现象
,

研究利用非线性因素
,

改善流一固祸合系统的动力特

性和抑制振动
,

是太有文章可做的
。

流 一固藕合的实验研究
,

有一定难度
,

特别是动力相似模型的制做和测试方法方面
,

边界条件

钓模拟和数据处理问题也需要精细考虑
,

发展流一固藕合系统的参数辨识方法
,

以获取那些靠直接

侧量和数值计算不易得到的物理和力学参数
,

在工程上也是很有价值的
。

除此之外
,

在工程实际上也经常会碰到其他问题
,

如流体动力噪声
、

海洋工程结构中的波浪载

荷
、

等等
,

后记 在本文编写过程中
,

曾引用了许多国内
、

外和本所同志们的工作
,

援 引了其中的数据或

研究成果
,

限于篇幅
,

这里不再将所用资料一一列出
,

作者谨向他们表示诚挚的谢意‘

计算粘性流体力学中关于连续方程的处理

卞 荫 贵
中国科学院力学研究所

提要 本文讨论不可压缩粘性流动的计算问题
,

若采用原始变量速度与压力的表达方式
,

主要的雨

难是连续性方程的非祸合性质 笔者从有限差分法和有限元法两方面评述了处理不可压缩性为约末杀

件的各种途径

关键词 计算流体力学 动量方程

计算流体力学

从六十年代初期计算流体力学建立以来
,

无粘流欧拉方程数值模拟的研究似乎走在前面
,

开

展较早
,

迈进也快
,

其实从一开始也就有枯性流的重要计算工作 熟悉计算流体力学的人们
,

不 公

没有注意到
,

早在 年
,

美国
一

与 用粘性流体力学方程数值求解卡门涡街的

业绩
,

曾经轰动一时
,

激起科技界人士的莫大兴趣
,

惊叹计算流体力学的无比威力 二十多年来
,

粘性流 体力学的数值解法
,

无论是在计算方法上或是在解决复杂的 实用问题方面
、

都有了长足进

展 文献之多
,

浩如烟海
,

有些已总结成专著出版
一 ￡叼 本文选了一个不太引人注 目的专题 叩

对于不可压粘性流体力学
,

有用原始变量
,

速度 舀 和压力
,

表示的方程组
,

包括动量方程 〔即
。 一

方程
,

简称
一

方程 和连续方程
,

见后面方程 和 其中
,

连续方程中没有

压力
,

也没有时间项
,

这些方程不同于一般方程组可以结合边界条件联立求解
。

这
‘

退
,

连续方涅

‘
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是作为求解 一 方程的约束条件出现的
。

如何处理作为约束条件的连续方程便是本文所要论

述的主要内容 这个约束条件有用不可压缩性
、

连续性或无散度这些简易词句来表达
,

对于平而
工 ,

一
‘ 一一 一 一 ‘ 一

、

士 、 。
、 , 。 二‘ 二 即 即 二 。 。。 。。或轴对称的二维问题

、

无散度的速度矢量可以用流函数表示
, “

半
, , 一举 根据涡量的

”脚 一‘
一

’

。‘

一 ,
· 』

一
’ ‘ 、 ’

一 一一
‘

一
‘

⋯
‘

” 一一
『 一

“ 口
‘ 一 ”

一
”

一
’

定义
,

‘一 李 一 李
,

很容易得到确定流函数的泊松方程
一

‘ 一 口 口
一 ”

一
’“ 一

’

一
’ 一 ’

一
’

一 一

沙 一 一乙

另外
,

从
一

方程求旋度
,

消去压力项
,

给出二维的涡 贤方程

乙 上 二 。 , ,

气万一
,

厂 “
一

乌 一 二一
‘

与
口

多年来
,

人们用上述流函数 一涡量方程求解二维不可压粘性流问题取得很大成功
,

应用很广 其特

点是用流函数替代连续方程
,

并将速度和压力分开来求解
,

最后用方程 求压力 这个方法的主

要缺点只适用于求解二维问题
,

因为三维的无散度速度矢量不能用标量流函数取代 然而
,

我们

知道三维无散度矢 醚也可以 引进类似于二维流函数的向量势 但在三维问题中
,

需要求解三个涡

方程和三个确定向量势的泊松方程 由于计算量大
,

因此问津者不多
,

不过近来容量大
,

速度快

的计算机多起来了
,

用涡量 一 向量势求解三维问题的文献
,

也开始陆续出现了
。

有一些作者用
一

方程 以及压力方程 联立求解 ‘ 和
,

他们认为在推导压力方程 时
,

已经利用连续性条

件 但没有见到过这样做的成功算例 原因是
,

尽管在连续性条件下
,

压力与速度之间的关系

应该满足 式
,

但相反则不然 即从
,

两式求出来的速度场不一定满足连续方程
。

还有其

他一些计算方案
,

不再一一赘述 下面根据用原始变量 四 ,

表示的方程组
, ,

从差分法和

有限元法两个方 面介绍处理连续方程的技术措施

差分方法中对连续方程的处理

用原始变量 拉 ,

表示的 一 方程和连续方程

习有萝
。

·

二 。

一
二 李 二 。

落

△
·

五 一

其中 为雷诺数
。

用 表示速度的散度
,

气 和 的两种形式

一
·

厅 从方程 取散度
,

给出压力方程
,

刘 一 一甲
·

五
·

亚 十
一 一 ,

一 留
,

、 。

一
, 十

一

上
一

口
多

,

艺
﹄

口
‘

口
、

口“ ‘ “ 八
百 , 一 万

一

犷 一 “
·

口 为

‘她 巫 一 巫
、

勉、
‘ 口 , 口

, ‘
一

设求解区域为 。
,

边界为 给定初值 西 氏 及边界条件 口 风 在 岌分方法中
,

处理连续方

程的技术路线分为两类 第一类是以无散度条件为前提
,

寻找用什么方法先确定压力场
,

而后再

霉涟度 第二类是设法将压力与连续方程联系起来的做法 现分述如下

几 ” ‘, , 最早提出处理连续方程的做法
。

把压力方程 当作
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求散度的初边值问题 在从 , 时间层推进到 十 时间层时
,

利用无散度条件
,

令 “‘ 。 现

将压力方程写成如下形式

二 , 一 。 , 。 一 肇

口 ,

一
”

△,

、户护、、
尹了且、沙、

有了 ’十 ,

代表 式的右端项
,

但不包括时间项
,

而时间项经差分后得

从 式的差分方程可以确定压力场 ’ ’

几’十‘ 一 。 ‘ · , , ·

△

再回到
一

方程 求速度

丝一 少 一
·

△, 一

,
。 、 , 一 。 ‘

【
。 ,

。 ,

“
, ,

。

“一 “ 一 。不 “一 山“ 一

个 角 一 ’

一 二 几叮

新求出来的 尸 十‘

不再满足
·

重复上述演算步骤直至 汾
‘

、砂 为止 这个方法现在

很少用 时间向前推进的计算
,

实际上是迭代过程 这种显式格式的演算很费机时
〔 的解法与上述做法类 似 利用时间分裂法

,

将
一

方程分两步求解 第

一步先求速度的临时值 护
,

此时方程 只保留对流与扩散项
,

不包括压力项
,

而且 砂 并不满足

无散度条件 第二步将方程 只保留压力项
,

但不能同时求解 厅 和
,

此时提出无散度要求
,

得

出确定压力场的方程
,

具体计算步骤如下
,

第一步从不包括压力项的 一 方程 求 口

。 一 , 十 △, 一 , 二声
·

李 二沁
·

第二步用 只包括压力项的方程

口 ‘ ‘ 一 △ ,

上式不能同时求 砂
,

及 叔 ,

也不是原来的意图
。

现在要求 护 的散度为零 对 式取散

度
,

并令
, · ,

则

支
一 ,

一
‘

一 △ 一 △

尽 弋得 出 ’ , ,

再求 〔
,

程序和 全同 事实上
,

如果从 式取散度
,

再将
令

代人

式
,

结 果与 的 式雷同 但两个方法在具体细节上还是有差异的

在用 式和 式求解时
,

需要给定压力的边界条件
。

通常将动量方程投影到边 界的法浅

方向 上
,

给出压力梯度的边界条件
。

用 条件求解压力的泊松方程要满足相容条件
,

例

女
一

对 式积分得

二 , ,
·

汀。 一
·

二户
·

‘ 一 △‘ 。

所以

夕竺竺‘ 一 。 △ 。

瀚 口

这就是用压力梯度作为边界条件需要同时满足的相容关系式 压力梯度沿边 界为而积分应等于

帕松方程源项的体积分

孟 压力修正法

这类做法是先给定压力的预估值 , ,

从 一 方程求得相应的速度予估直民

擎 十 舜 。
,

一钟
, 十 于 铲民

才
一

长

如下式所示
。

二
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‘

上式中的对流项已取线化形式
,

其中 ‘。

为局部常值或抢
「

一次的迭代值 如用 。 一 。

近似
,

则对流项应为 护
·

矛 二 一尸
·

汾 十 砂
·

甲动 十‘ 十 砂
, ·

汾 显然
,

甲
·

百 , 神
,

‘ 需要进行修正 问题是如何确定压力的校正值 八
,

使得求出来的 ‘ 。

结合 ‘ ,

成为无散度矢量
,

即
·

云 ,
民 一

, ·

风 一 一
·

。 ,

由于 凡 与 又 同样用 式表示

。。 ·

二风 一 一 二
‘ 一

乡二 民

上式取散度
,

并将
·

民 用 一
·

口 , 替 比
,

给出确定压力校正值的泊松方径
,

二 ‘

一 李
一 ·

。,

风
·

试
·

风 一 于 二
·

。 ,

’ 一

上式右端项均 为已知量
,

求得
。

后
,

再用 式求 风 这个方法
,

工程上应用很广
。

人工压缩性方法

在可压缩流体运动中
,

连续方程含有密度参量
,

因此与压力有联系
,

不存在像不 可压流中需要

对连续方程的处理 〔 〔 ’ 鉴 犷此
,

提出在连续方程中人为地加添一个时间项

处 十 ‘ 一 。

刁才

其中
‘
在可压流中是声波传播速度

, 尸 式连同 式组成的方程组用时间相关法求

解三维定常问题 这两个抛物型方程有标准解法
,

但参数 ‘ 的选取必须考虑计算的收敛速率 当
‘ ,

一 时
,

式接近于无散度条件
。

所以取 ‘ , ,

可以得出方程 和 的近似解
〔‘ , 通过算例的分析

,

给出 值的下限
,

, 。 , 。 , 乙 , , , 一

其中
, 乙 分别表示涡量扩散以及压力传播的特征长度 在圆柱绕流的算例中

, ‘ 值取 为 成

护
,

在渠道算例中
, ‘ 值的范围是 成 ‘ ,

前面介绍的三个方法中
,

前二种方法的共同之处是先计算压力场
,

或者以无散度条件为前提
,

或者用预估
、

校正的方法 但均需要迭代求解椭圆型的泊松方程
、

随时间每向前推进一步
,

要重复

压力的计算一次
,

很费机时 在这一点上
,

人工压缩性方法有其优越性
,

只不过参数 ‘ 的确定 目前

还未能给出不依赖于具体课题的一般性数值范围
。

有限元法中解决无散度约柬条件的途径

用有限元法求解以原始变量 百 ,

表示的 一
方程组的主要问题同样是如何处理无散度的

约束条件
,

从有限元文献中已经总结 出三种截然不同途径 叭 第一个方法是 在 的提

法上
,

将方程 和 联立求解
,

但用压力的基函数 插值函数 作为连续方程的加权函数 第二

个方法叫做罚函数法
,

和差分方法中的人工压缩性法相类似
,

将连续方程加添一个摄动项
,

由小参

数 与压力的乘积组成
,

也可以从拉格朗 日乘子法得到解释 第三个是近十多年刚发展起来的方

法 基本想法是在有限单元子区间平均意义上构造无散度的速度场
,

现分述如下
。

将动 方程与连续方程用 肠 形式联立求解

为简便计
,

省去 一 方程中的非线性对流项
,

只讨论定常
,

线性的 。缺‘ 方程

亩
、、一

器
一 八

会
一
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用第一类边界条件
, 二 , ‘ 劝 让 , 和 分别代表速度和压力试函数

,

则上两式的加权积分
形式为

。

金 一会
一“ 一 。“一‘口

鱼 四 一 。
尸︺

要求 , 、 一 。,

方程 和 联立求解的纽带是用压力的基函数作为连续方程的加权函数
,

此乃

连续方程的弱解形式
,

其物理意义可以理解为平均正应力对流体所做的净功为零
、

式经分部

积分后得

于 二“ ·

二 , ‘ 一 粤、。 一
, 。‘ 。

刀 长

速度与压力的近似解用相应的基函数 甲和 价表示

夕一 习
‘, , , ‘一

, , ,

一
,

⋯乙

,‘ 一 艺 , 巾,

其中 为速度的节点数
,

为压力的节点数 从方程 看出
,

速度是以一阶导数出现在方程中
,

压力为零阶 因此压力基函数通常要比速度基函数至少低一阶
,

所以 现将 式代人
,

式
,

用 甲 , 代 , ‘ 沙。 代 方程 中的变数有 兹 ‘ ,

⋯
“ ‘乙 ,

歹
,

⋯户, ,

由于

一
, ,

变数共有 十 和 式最后的矩阵形式为

翻
一

自
从上式可以看出

,

由于压力并不出现在连续方程中
,

矩阵对角线上有为零的项
,

需要处理
,

计算量

及机器存储量均很大
,

后面两节所介绍较为有效的方法有共同之处
,

可以将压力和连续方程消除

掉
。

罚函数法

上述联立求解的方法
,

虽然已被广泛采用
,

但因计算量和存储量都很大 人们都在探索一些

更有效的方法 罚函数法早在七十年代初期由 引用到流体力学领域中来
,

利用小

扰动概念
,

将连续方程引进一个摄动项
,

由小参数 ‘ 与压力 的乘积构成

“
·

云 ,

此法和 中人工压缩性方法类似
,

可以说是异曲同工
,

另外
,

由变分原理的拉格朗 日乘子法得

到同样表达式 将乘子 与无散度约束条件的二乘方乘积项加到 。 方程的泛函中得 以二

维为例
一

,

二 、 几
, 、 , 。

气 , 夕 , 万 二 、
’

下 , 夕 宁 丁 气 厂 ‘ “
一

“
公入

从上式可以回到 方程
,

只要取
之

·

云 一

对照 式
, 用 有限元法求解 方程和 式的矩阵

一

矢量表达式
‘

︸
飞几

云
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丽万一
一

乙、

其中 丽 为压力质量矩阵 利用 式
,

消去 式的压力项

而 上
一
忆 、一 万

这个方法的主要优点是将速度的计算和压力计算分开
。

从 式先计算速度
,

再用 计算压

力
,

计算实例滚明罚函数法比上述联立求解方法快 , 到 倍 缺点是对小参数 ‘ 的选取 值

过分小会影响计算精度
,

过大又不能满足无散度要求 有些作者给出 值的范围为 一‘

到
一 , ,

范困显得过宽

构造无散度的速度场

这是新近发展起来的方法 我们仍以线性 方程叙述本节内容的要点
。

连续方程用

压力基函数加权的 形式

。 ,

人
·

砂沁 一 。

其中近似解 砂 一 习 瓦, , , 构造无散度速度基函数的理论工作有 , ” 乃
, ”‘

, ,

等 这些参考材料都可以从文献 找到他们的出处
。

国内也

有少数人正在进行这项研究 「 目前原理性的论证工作较多
,

这是必要的 关键问题是如何构造

无散度的速度基函数 甲 , 以满足连续方程在单元上的积分形式 式
,

实际上
, 甲 , 并不是逐点满

足无散度条件
,

而是在平均意义 上的无散度基函数
,

现在用简单的非协调平面三角形单元为例

速度基函数为线性 函数
,

压力为常值
,

单元与单元之间压力是不 连续的
。

速度的节点 在三角形各

边的中点
,

压力节点在三角形的中心处 顶点的标号为
, ,

爪 为顶点 友相对的边
,

其中心点

为 友 所以速度节点在三个边 上的中点标号为
,

,
,

此时
,

价, 为常值
,

所以 式变为

二
·

护 一 砂
·

、
夕

而为边界上单位法向矢量 砂 本身不是无散度矢量
,

可以分解成切向 与法向两个分量
,

习护、矛一乙走甲一
了、、工曰,尹了、、

石 艺 “ , 甲 , ,

为了构造能满足 式法向速度
,

引进流函数
,

砂 一

了口价 己必 、
了

「二二二 称 ,

一 兰史
一

” ,

】
一

口
’

“ , ,
,甲

。 ,
,

了业

,

豁 代人‘’‘’式

瓮
, ·

‘

产‘产二砚

其中 万一
, , 一 , , ,

同时

一 ,
·

‘
,

二

沿着三角形 爪 的边上积分得

‘
·

“了 一

豁
“ 一 , 。

一
, ,

石‘ ’

万击 一 “ ,

一 ‘ , 。 为 左边的边长

由于上两式相等
,

故有 心
,

杆 , 一 么 一 八 , 代人 式可以看出原来要求解的速度变量是

三个边的中点上六个速度分量
,

转换成求解三个边的中点上切向速度分量以及三角形顶点的流函

数
。

这种变 迁的转换 口 ’用矩阵的形式表示如下 ,

云几 反 斗
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用新变量 在后
,

式的约束条件
,

完全得到满足
。

现在回到方程组问题
。

方程积分形式
中的压力项由于 , 、为无散度矢量而消失

,

所以有限元解的形式为 见 式

旅 户
,

艺云
·

改用新变量
,

则有 二反左
,

由于 左为任意矢量
,

所以 乙反 式简化 为 反版反左一 孙歹
,

详

细求解过程可参阅所 引用文献 总之
,

人们认为这个方法比前两个有限元法节省机时和存储量一
方面由于压力和速度可以分开来求解

,

另外
,

也不像罚函数法那样
,

需要确定小参数 。 ,

但这个方

法的不足之处是如何将构造无散度速度基函数的原理具体落实到高阶格式及三维问题
。

看来还

有大量的“软件 ”研究工作好做 无疑这是一项很有意义的研究领域
。

参 考 文 献

, , ·

于
, · , , ·

, 、了 ,, 。。 , 厂 。 , 。 , 矛 留
, , 。 一

·

, , , 夕 , 尹 沙 , , , 之一 一

, , ,

、 , 才 才 ,

, 倪 , ,

, 声,‘ , , 万 , , 汀 ,
, 一

, · , , 。 ,‘ , 。 , 材 。 寿。汀了 , “ ,

于欣 , 计算物理 , , 吕 , , 五

关 于 时 间 序 列 分 析

朱 照
、

宣
北 京 大 学

提要 木文从方法论评述了统计学
、

工程技术和物理学三方面在时间序列分析 上的不同观点
,

指出

力学工作者在解决具体问题时应针对问题的性质从这几方面吸取有用的思想

关镇词 时间序列
,

混沌 分数维
, 八 模塑

,

方法论

时间序列分析 , 。 的方法
,

值得当前力学工作者重新加以重 视

任务 最常见的时间序列
,

是一串数字
,

它们代表相等时间间隔一个量的 观测或统计 数值

图 是太阳黑 子数从 年到 年的变化情况
,

每年有一个值 图 是某航空公司从 柑

年到 年逐月售出飞机票的张数 图 中的
,

数值是从迭代式
‘ 为一 一 一 和初

值
, 才 , ,

⋯
,

计算出来的 这些图实际上只有离散的点子
,

图 有 个

点
,

图 有 个
,

图 有 个点 为了醒 目起见
,

通常把它们用直线段连起来 在力学实验中
,

常有每过一个时刻取一读数
,

有些纪录是连续型的
,

也可离散化后从中取 出这样的序列
。

如果拿

到的数据是一连串 按时间顺序 的阿拉伯数字
,

那么按照有经验的时间序列分析者的意见
,

最重

要的是画一张象图 一图 那样有线段的图
,

否则就是“ 自找麻烦 ” ,

其中奥妙
,

下面会讲起
。

时间序列分析的任务
,

是从这样一串数字 或图示 寻找这个量的变化规律
,

建立有关的数学

模型
,

从而 获得系统的有关信息
,

预测将来的动态
,

学科或任务不同
,

提法也不同
,

诸如有 建模
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