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解不可压缩流体力学问题的降阶法
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,
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年 月 ‘ 日收到
,

年 育 了 日收到修改稿

摘 要

在本 系列文章里
,

我们提 出一种 新的解不可 压 缩 流体 力学问题的 有 限 元 方 法

—降阶法
。

实现这种算法的 关键是给 出零散度空 间 厂方 的一 组 简单基 函 数
。

求

速度时
,

’

运 动 方程试 函数 空间取 为 厂人 ,

解函数 空间也取 厂人 压 力项 自 动 消掉
。

从 而 可 先求 出速度的近似解
。

之 后 再求 压 力解
。

本文 衬于一大类数位求解 三 维 连 通 区 域 口 上的 一 方 程

简记 为 一 方程 边值 问题的一阶有限 元 格式给 出零散度空间 矿‘
的一组 简单

基函数
。

与二维 问题不 同的是
,

直接给出的
“

基函数
”

线性相 关
。

必须从 中去掉一

部 分 对应 于 某
“

树
”

的 函数 才能使之 成 为一组 线性无 关的基
。

一
、

前
一立

葺

如何处理连续方程是求解不可压缩 一 方程的关键
。

通常的方法是适当修

改连续方程
,

使其容易计算
。

例如压力修正法
。

用降阶法求解 一 方程
,

首先需给出零散

度空间 犷人
的基函数

。

这相当于
“

解出
”

连续方程
。

在
‘

中求速度解
,

并取试函 数 空 间

也为 犷 ‘ ,

则方程中压力项 自动消掉
。

求压力时仍然用运动方 程
,

试 函 数 空 间 急取 为
为

的补空间
。

当然最好是取正交补空间 犷‘
一

“ 。

但我们没有空间 厂‘土
的一组简单基函 数

,

因此不能取 急 厂‘上 。

我们给出的空间 厂 方 和 言的基函数和通常的速度空 间 ‘
的 基

函数一样 支集非常小
。

因此这种算法是实际可行的
。

本文考虑三维 一 方程边值问题

一拼 ’“ ’厂“ 厂 一 ,

。
,

,

口
,

训
,

二
,

厂

其中 。 , , 。

表示速度向量
,

口
,

户 表示压力
,

。一

豪
,

众
,

舜
,

而一尖

“ 是大于零的常数
,

二 ,

十李二 势一
口劣 么 口义舀
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类似于二维问题可 以给出空间 犷入 的基函数
。

与之不同的是直接 给 出 的
“

基 函 数
”

, 二 麦试 为内棱 线性相关
,

其中 记 代表在 周围儿个单元内绕 流动的一 个 不 可

压流场
。

在
人

中适当去掉一些函数 斌 即可使之成为一组线性无关的基函数
。

我们证明了

所有应去掉的 试 对应的内棱 和边界及所有内顶点一起构成一棵树
,

即 无 回 路 的 连 通

图 〔 〕。

与二维问题 ‘ 生 〕一样
,

同时讨论一类有限元格式
。

然后给出一些例子

设 是 口 的多面体剖分
,

例如四面体剖分或六面体剖分
。

用 ’ 和 尸为 分别 表 示

速度和压力的近似空间
。

解 的混合有限元格式为 〔 ’〕〔昌 ’

求 。‘ 任 人 ,

夕 任尸八 ,

使得
为 之‘入 , 人 补 。 为 , ‘ , 。儿 ,

公入 任 ‘ ,

“ “ , 人 , 人 任尸
,

其中

, 、 。‘ , 。 ” 一 。 。 ” , 。“ 。

令〔 。‘ 。 ” , 。 ” , 一 。 ” 。“ , 。 , ,

奋

一 。

咬 艺 塑
矛

不
、 、 、

, 淤山
,

六 饥

十令 毖
不

,

夕 。入 ,

夕‘ 一 夕丹 , 儿

乏
任 , 人

悠
戈「黔

、 、 , , ,

口 ‘ 一瓦
一 “ ‘ “ ‘“ , 。 ’

月

以

‘

一 艺
〔 人

了〕人 而 劣 、 。

,
, 。 、 ‘ 一

宣艺 了‘。 、 , 、二 二 。

二 〔 ‘

记 厂‘
为零散度空间

厂 ”

降阶法基本算法为

。 入 为 任 人 , ” 入 , 入 二 , 入 任 ‘

求 矿 任厂‘ ,

使得
‘ ’ , 。 人 , 。‘ ,

犷。 人 〔犷入 ,

求
汽 任尸人 ,

使得
‘ 。 ‘ , 人 ‘

, 儿 一 入 。人 , 汽 ,

犷 人 任 名

其中 名为 无 的子空间
,

满足
八二 台已厂为 ,

其中
“

①
”

表示直和

定理 降阶算法 等价于原格式 〔 〕定理

定理 设 不 儿二 谧。空
,

一
,
。之 是

人
的一组基函数

,

用

““一

沙
“
‘ ,

,

“‘

,山 ’
”任尸‘

则
’‘ 二 言①厂 ’‘ ,

且 相 当于用最小二乘法解
‘ 。 ,

夕人 , 、 一 人 人 , 。之
, ‘ ,

,

⋯
,

。
。



计 算 物 理 卷

证明 由〔 〕中定理 即得
孟

言①厂寿 。

下面设
,

⋯
,

季是 尸 人 的一组基函数
,

几 , 十 ⋯十

则 石 化为

艺吞‘ 。 ,

夕 ‘二 ,

一 人 为 , 。
二

, 二
“ , 协

其最小二乘解满足方程

艺今‘ ,

之 艺 乙‘ 二 , ,

‘一

艺 。“

斌
,

川
,
。 》 一班‘ 几 , 。 、 , 二

,

⋯
, 云

稍加整理即得
。

证毕

二
、

零散度空间
几

的基函数

本章考虑用分块常数函数逼近压力的有限元格式
。

与文〔 〕〔 〕一样
,

同时讨论 一 类 格

式
。

这里考虑的有限元格式主要特点是 对于每个内侧面
,

存在一个仅在此侧面上有流量

其它侧面上没有流量的函数 二
。

求解区域的有限元剖分

设 是口二 ”

的一个可允许的多面体剖分
。 寿 中任意两个相交的多面体的交 集 为

它们 的一个公共面
,

或者一个公共棱或一个公共顶点
。

记

口 日
, ,

育
、

扮 。“
’

“ 日

‘ ,

其中 兀 为 的所有侧面的集合
。

〔 几

“ 丈 任 中 口 。 ,

所有内侧面

一篡 认 其中梦 为 的所有棱的集合
,

乙。 任 浑 口 ,
‘

,

所有内棱

“ 日
,

其中 耳 为 尤 的所有顶点 的集合
,

〔 轰

口
,

所有内顶点
。

一类解三维 一 方程边值问题的一阶有限元格式
取压力的近似空 间为

尸 ”一 ‘ , “

‘ , “
,一常数

,

厂 任 , 六
’

。 , ‘ 一 ,
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可压缩流体力学问题的降阶法 三维 一 方程

速度的近似空间 ‘
满足

‘ 是有限维线性空间
。

“ 中任意函数 。 ”
在每个多面体 任 。

中是光滑函数
,

满是

一 二 一
·‘

,
·

,二 ·‘ ,

对任意相邻 单 元
,

〔 。 ,

。

一 、一
。

,

对任意边界
一

的侧面 ·任 “ 。

,

其中

这里

, 是 上的单位法向量
。

存在
‘

的子集合 牙止 。全 任 ” ,

使得

对于任意内侧面
, 、 任 。 ,

, , 叨 ,二 一
铸

,

当 , ,
,

,

当 活
,

是
,

上的单位法向量

式表明 为
在相邻单元

,

和 的交界面 上从 流出的流量等于 流

入 的流量

在
“ ”

中将给出一些满足 一 的具体格式
。

空间 盈
‘

的基函数

由上述条件 和奥 —高公式可以证明

一 一 。。几

上一
二 ,

〔丁‘

由
,

牙盆是线性无关吹 因此可将 砰盆扩展成 ‘ 的基 函 数
,

即有
, 的子集合

平瓷
,

使得 平几与 附盆一起
,

构成 , 的一组基函数

令

履
。“ ·阴 ’ ’〔班

·、一 ,二 一
, ,

一

由
,

牙全中的函数在任意内侧面上流量为零
,

从而是零散度的函数

才全二厂 ’。

记

令, 才令
,

二
, ,

厂曹二 自厂无 ,

一
,

引 理 班 口研么是
人

的一缉基函数
。

引理 研全
’

是 厂全二 全的一组基函数
。

引理 万 人

叫 盆
,

其中
“ ”

表示直接和 ,

。

于 是 我 们 有

‘月
,

月

山

丫、

、

一一
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引理 厂‘ 一 犷全①犷霆
,

厂空 全
。

引理 的证明与文〔 〕中引理 相伺
。

我们 已经得到专厂空的基函数 阳全
。

下面给 出 以 的基函数
。

设 任
,

所有包 含 内

棱 的侧面为 , , ,

⋯
, 。

任 设 , ‘ 是 ‘
上的单位法向 量

,

二
, ,

⋯
,

。 ‘ ,

尹
,

⋯
,

俨 的方向以 为轴指向相 同 例如按右手法则
,

即满足

当 ‘ , , 是某多面 沐 人毛 的两个侧面时
, 二 ‘ , , ‘ 一个指向 的内部

,

一 个 指

向 的外部
。

令

, ,

全劝 二 艺 。“, ‘ “、一 ‘“·’ ,

‘任 “

为 。 任五
,

其中
“

为内棱的集合
, 川 任班鑫

,

参见
。

·

通常
人 是线性相关的

。

因此有必要去掉一些函数
,

使之成为线性无关的 这 是 与 二

维问题不 同的地方
。

定理 当求解区域单连通时
,

墓是 犷尘的基函数
,

从 而 研 口 急是 犷入 厂

厂霆的基函数 其中 牙全由 定义
,

套二 二 亡 任 “ ,

任
一 ,

乙
一

满足以下两个条件

, 一
‘

只
一

口 。 日切
。

是连通的
·

无回路 即不存在
一

中和边界 口 几 上 但不全在 口 、 上 且首尾 相 连的

之二 , , ,

⋯
, 二

任乙
一

日 。 。

定理 ‘的证明在
“ ”

中
注 条件 表明

,

如桌把 。口 。 看作一个
“

顶点
”

口 不连 通 时
,

看作一些顶点 则 是以这 些
“

顶点
”

和所有内顶点
”

作为节点
,

以 五
一

作 为 枝

的一棵树 树是图论中的概念
,

定义为无回路的连通图
。

参见文献 〔 〕 金相 当于 对 求 解

区域 口 。 日 。 直接给 出的基函数
。

而 口 口 。
与二维区域结构相似

。

因此与二

维问题同样可得 墓是 厂盆的基函数
。

我们可以这样由外向内一层一层地构造
一

记
。 ‘

为外边界 厂 , 一

上的顶点钓集合
。 一 谧 任 在外边界 厂 ,

匕

或取
。

为上式右端的一个非空子集合
, 〔

“ 。

少
二 , 一 ,

存在以 。 为一个端点
,

另一个端 点 属 于

, 一 ,

的内棱
。 , , ,

一

对
,

中的点 。
,

任取以 。 为 一个端点且另一个端点属于
一

的内棱
。

所有 构成

‘ 二
。

任 , ,

对每个
,

只取一个
, , , ,

⋯

当 万或 了为空集时转向下步
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当 口 。

连通时
,

取 方 为

乙一 口 了
。

当 口 不连通时
,

日 由两两不相交的闭曲面 厂 , ,

厂
,

⋯
,

厂
阴

构成
,

其 中 厂 ,

是 外

边界
,

厂
,

⋯
,

厂
,

是内边界
。

任取一个端点在 厂
,

仁
,

另一个端点在区域 内 部 的 内 棱
、 , 二二 ,

⋯
, 。了 取

一

为

一
,

只二
一

“ 几 ⋯
,

几

当求解区域 口 是复连通时
,

例如圆环内部区域
,

存在 口 中哟封闭曲线 。 ,

不能 不 碰

边界地连续收缩为区域内的一点
。

下面考虑 月 是 连通的情形
。

首先 给 出 连 通 的 定

义

定义
“

口 是 连通的
”

定义为 口 中存在 一 条闭曲线 。 , ,

⋯
, 。 、一 ,

满足

下列条件
。 、 或 ￡〔 一 不能不碰边界 地 连 经 收 缩 为 口 中 的 一 点 或 。 , ⋯日。 一 ,

‘ , 口 ⋯口 、一 ,

的子集合
。

日 中任一封闭曲线 ‘ 可以不碰边界地连 续 收 缩 为 口 中的 一 点 或 。 日 ⋯

口。 、
的子集合

。

注 收缩过程中闭曲线可能有所扩张
,

也可能分裂成两个或多个闭曲线

没 甜 或 户又 口 、 己口 是 连通的
, 。 ,

一
, 。 、一 ,

是 口 中 满 足定义 中 条

件 的闭曲线
。

无妨假设 。 ,

戈 、提壳一 与任意多面体 任丁 或者不 相 交
,

或者与 在 的两个侧面相交
,

与所有内棱不相交
。 ,

依次与下列单 元 相 交
,

,

⋯
, 。 ,

则
,

自 任
, , ,

⋯
,

一
,

。

自 , 〔 “

内侧面
,

记
、 自 , 十 , , , , ‘

二 ,

一
,

,

二
。,

〔几尤

设 , ‘ 落‘成 为
,

上的单位法向量
, ,

。亡 劝 一 艺 。
二

丁
田“、一

指向 的外部
。

记

‘ ,

弃 丈讨 了、

在实际计算中
,

可以证明 李 是

公二
, ,

⋯
,

。
,

卜月 尽量短
。

厂么的基函数
。

进一步有

定理
,

别 由
,

沙 日

定义
,

李是 厂‘
的基函数

,

其中 邵 立由 定义
,

莫和 全分

中的
一

满足定 理 中 的 条 件
,

此定理的证明在
“

一些满足 一 的有限元格式

线性非协调四面体单元 〔习

求解区域 口二口又,
, , ,
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将 口 剖分成比较规则的 个四面体单元
。

这些单元构成集合
。

所有四面体的顶点为

、一

介
, 一

分
, 一

答
一

征
‘

,

,
,

阴 、·

所有内顶点为

一

争
一

美
一 , 一

黔
按前述方法可以构造出

一

如下

成镇
、、了矛‘’

。一 食

,

阴 ”一

, 一
。

二
二 一 专

,

冷
,

登 、、
,

, 、一
,

卿
那 一

其中

采 丁, 落 ￡
,

成 ,

一
,

。二 一

‘ , 一 二

⋯一 专
,

音
, · ,

阴 一 巡

一
二 采

二 少份 镇‘
, , 。 一

。

压力的近似空间

尸 。一 ‘ 。
,在每个四面体上 , 人

取常值
,

, 一 。
。

‘ ‘ ,

‘ ‘ 在每个四面体上是线性函数
,

在所有内侧面 的重心连续
,

在边界 上 的 侧

面 的重心等于零
。

取

牙全

,

为内侧面
,

。全 为内侧面
,

其中 ‘ 全
, ‘

之全, , ,

‘而,

砂断武

是 上的单位法向量
, , ‘

和 , “ 是平行于 且互相垂直的单位 向 量
,

式 任 几 ,

满 足

对于任意内侧面 , ,

当
在 的重心 己

叱。
,

当
、铸

例 三次协调四面体单元 参见 〔 〕第 章 荟

例
,

非协调平行六面体元‘ ”〔 ’ 参见 〔 〕第 部分的注释
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定理的证明

引理 犷霆
,

其中

川 讨 是 口呈中的闭曲线
,

至少与一些内侧面相交
,

且与任意多面体 任 或

者不相交
,

或者与 在 的两个侧面分别有一个交点
,

与 任 意内 棱 不 相

交
,

曹的定义与 中 亡

。 “ 一 艺 ,‘

的定义相同

二 ‘二 ‘

一

其中 ‘ ‘ 门
十

镇 镇 一
, 二 二

,

门
, , ,

⋯
, 二

为依次与 相交

的多面体
, , ‘

为
,

上的单位法向量
, , ‘ 指向

‘
的外部

证明 任取 全中的 此
。

记 ‘ , ‘ ,

沪 同上
。

要证对于任意 任
,

, 。“ 二 一

只要证明

丁 一 。、二 一 。
,

由
,

及奥 —高公式可得

。 。、二 一 。 。
·

, ‘、 一 。 。
·

, ‘一 、 。二
。

‘ 皿 子 ‘ 了一

一
。

因此 成立
,

即 灵 任厂霆
,

于是 成立 证毕

引理 厂盆泣 全
。

其中 空的定义 同上
。

证明 我们对单元个数 、 归纳地证明
。

当 。八 时
,

厂之 。 ,

”空集 因此

成立
。

假设 。 二对一 时结沦正确
,

肠
。

下面证明 。 , , 时 仍 然

成立

设 ‘
是 厂霆中的任意一个函数

。

要证

仍然是连通的
。

的所有内侧面为
,

⋯

能被 之
弄 莹

,

线性表出 设 任
,

使得口

中 城 和 毛公簇 。
,

的曲线连结 城 和
。

簇 。 设
,

簇了 ‘ 在下面 的意义下是
“

连通
”

的 存在 口叉

而 找 和 铸 在上述意义下 是 不
“

连 通
”

的
,

⋯
,

虱
‘ 任几 是所有在上面 的意义下与

, ,

记

⋯
,

式
二 ,

其

中不通 过
‘ 簇

互
“

连 通
”

的多面休
, ‘二

, , ”
’
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口‘ 二 盈 ⋯ 杀 ,

⋯
,

口 “ 日口 口 ⋯日月
附 。

由 ‘ 任不厂之得

仁
。 二 一

如
, 。 入。二 一 。

厂
护 蕊 万

因此

·‘ 一““ 一 。
。

其中 是 。。‘ 上的单位外法向量
。

由上式和
「

,

以及 少 二 二‘ 一 。户‘ 。口 、 ,

可得

艺
、。 丙

·

。,

一 。

之

一 介

设 。 是 口又 中连结 和 的曲线
。

此曲线通过 的内部可连成一个封闭曲 线
,

仍记作 心
。

无妨设

不相交
。

与引理

川 与任意多面体或者不相交
,

或者与其边界在两个侧面相交
,

与 内 棱

中的 。 同样地定义 。全 落 镇 。 。

记 为 。
一

的单 位 外 法

向量
。

则

·夕一‘一

因此
,

适 当选取 川 可使

·‘

一 ,·二

上 铸

·

, , 一 】

下面证明

‘ ·“ 一

烹
·

,

“ ,一“

一
‘

, ,

一
“

,

一
, 川

求和
,

玄丁
·‘

一 ,· , ”” “ 一 。
‘

与上式相减
,

耐“

艺
·

, 二六厂

刀口,尹

︸
‘‘户‘﹃

一且
了

皿

由定义可得

丁
, ·“厂 ·“

一丁
·“ ·

二 土
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由以上两式即得

, ·‘ 一

之
·

,
· , ,二“

一
于是 一 时 成立

。

当 笋 时
,

由 雪 的定义及
,

·‘ 一

之
· ,· , , 二“一

·‘

一‘·“夏,二“

一
于是 恒成立

、

进一步可得

·‘

一“,二“一
,

‘一 ,
,

一
‘一 ‘ , , ’

一
其中

式表明在 。‘ 一灵 写成 。 。

的线性组合中没有 福二萝
‘ 二 ‘

的项
。

即
。 几一。亚任 研霆 。 ‘一

, ,

⋯
, , , , , ,

⋯
, ‘

二 二全 任 。 ,

牛

由归纳法假设
,

当 。 二 一 时结论正确
。

即 。‘ 一灵 能被

尸
一 , ‘ 讨 任川 。 是 日丈 中的闭曲线 线 性 表 出 由

。

从 而

沪 一袱 能被 线性表出
。

而 灵 任 全
。

因此 , ,‘ 能被 全线性表示
。

由数学归纳法 原 理

结论得证
。

证毕

引理 了 厂盆二 袅 口 弃
,

其中 委
,

李由 和 定 义
,

中 的
一

满 足 定 理 中 的 条 件
。

证明 任取 袅中的 讨
,

取 绕 的 小 圆 周 曲 线 。 ,

则 讨 士讨 任 空
,

故 鬓己
。

而 二 宝
。

所以有 享 李仁
。

再由引理 即得 窦 匕 弃二 厂孟
。

下面证明 厂盆二 二 日 全
。

由引理
,

只要证明

全二 龚 夯

首先考虑求解区域单连通 的情形
。

任取 灵 〔 全
,

记 一 日
,

口呈单连通
,

二
一

日。口 无回路 即 条 件
。

因此 又
一

单连通
。

于是 灵 对应的闭曲线 可以不碰边界和
一

地连续 收 缩 为 习又
一

中的一点
。

用 叮 表示 在这个收缩过程中所划出的曲面
。

设所有与 。 相交 的 内 棱 为
, ,

一
, , 。

无妨假设 与 乙 镇 毛 。 只相交一次
,

乙 的两端点不在曲面 口 的同

一侧 对于更复杂的情况
,

可做适当简化
。

这保证了 。 代表着一个
“

多面体曲 面
” 。

下

面用归纳法证明 适当选取正负号
“

士
” ,

可以使得
, , 全二 士 。 士 ”于 」二 ⋯士 。 二
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当 二二 时
, 。 仅绕一个内棱

, 。

根据定义可得 衅 二 士 ”全
, 。

故上式成立
。

假 设 。 ” 一

时 成立
, 。

我们来证明当
。去掉与包含 、

的多面体相交的部分 即

。二 时 仍然成立
。

设 ‘ 为使得曲面

织
‘ 连通且 叹

、

岁
‘

非空 的内棱 己“ ‘

二
。

用 。 ,

表示比 ‘

略大一点的曲面
‘ 。 ‘ 了

。 , 王二 任川 与 少 的距离不大于 。 , 。为充分小的正数
。

口 和
,

的边界分别记为 。 ,

和 。 。

由归纳法假设
,

适当选取正负号
“

士
” ,

可

以使得
”恋, 二 士 ”于, 士

‘二 士 。于
‘ 一

生 。于
, 十

业二 ⋯士 。份
、 ,

” 二 士 ”

由于 讨
,

和 。 在 。 , 和 的公共部分抵消
,

而 , 和 的非公共部分并集为 。 ,

故

下式成立
,

。含二 , 亡
, 。士

二 士 。 江士 。 士 ⋯士 。 二 。

由
,

根据数学归纳法原理
,

恒成立 即 衅 任 之
。

下面考虑求解区域多连通的情形
。

设 口抉 连通
, 。 , ,

一
, 一

是 口又中满足定义 中条件 的封闭曲线
。

无妨假设 ‘ 成怠一 与任意多面体或者不相交
,

或者与其边界在两个侧面相 交
,

与

任意内棱不相交
,

即 。 , 代表着一个
“

多面体环
”

,

。

任取 。台任
。

与前面类似地 记

为 在收缩到 口又
一

中一点或
, 口一 口。 、一 ,

的子集时所划 出 的 曲 面
。

当 能 够 在
一

中收缩为一点时
,

结论可 以与前面完全相 河地得到证明 当 收缩到 。 , 口 ⋯ , 。、一 ,

的子集时
,

无妨假设 收缩到
, 日二 七 , ,

且
, , , 二

相对于曲面 的 方 向 为 正

的
。

因此
,

当 收缩到
,

二
, 、

时
,

与 毛 方 向相 反
。

所谓 的方 向
,

是指讨 的流向 参见 此 或 衅 ‘ 的定义
。

记

。 日 ⋯口
, ,

。叠
。 二 。全 。 , ⋯ 二 , 。

与前面求解区域单连玉助勺情形类似地可 以证明
。雪

。 任 窦

因此
。雪一 。夕

。 一 。雪一
·

一 夕
。

任 鼻 〔 奕

于是 厂立‘ 享 日
。 、

结论得证
。

证毕

值得注意的是在上述证明里
,

在收缩过程中可能多次收缩到某个 。 ,

上
。

这 时 应 在

吸 中 。全 前适当乘个系数
。

结论可 同样得到
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引理 立线性无关
。

证明 任取 弃中的函 数 。 。

要证 讨
,

不能被 窦

日 甜 连通 即条件 可得 口

首尾相连的
,

⋯
,

曲线 让 。 在 日 夕

〔

上哟法向量记作 ,

、 ,

使得
, ,

⋯
, 。

构成回路
。

中收缩
,

收缩到一点或边界 日 上
。

则

中的其它函数线性表出
。

由

有回路
。

即存在
一

中和边界 上

于是 二 ⋯日
、

为一 闭

收缩过程中划出哟曲面记 作
。 盯

, · ‘ · , ” ,

,
、、一几

,

梦︸

叮

月‘,

廿
口,‘

对其它
。

即
】

任 、 ,

。 · ,二 一 。
,

因此 。全 不能被 。 已 , · 二

线性表出
。

注意到
一 , ’

。 , ,

⋯
, 、 ,

可得 。 , 不 能 被 。 任 五。 一

二 鑫入
讨 线性表示

。

结论得证
。

证毕

引理

证明

袅 口 线性无关
。

用反证法
。

假设存在不全为零的常数
‘

任尸
一

和
‘ ‘“ 一

,

使得

其中
,

⋯
, , 笋

,

艺 。‘ 。

万 。 、。 ‘ 一 。,

乏 乙 工

, 、一

的定义同前
。

由引理
。 、

⋯
一 , ,

。

设

口 二

“

, ,

⋯
, 、一 不全为零

。

无 妨 设 , 铸 ,

其中

育“

则
,

⋯
,

心

任 有一个棱 任 “
五一 使得 “ ‘

铸
,

或兀 门 ‘

甘
“ 非空

在 口 的内部
。

最简单的情况是 二
,

“
·

一
、

一

, 二
,

口 构成 一个
“

多面体曲面
” , 。 可以在 内部不碰 地连续收缩为 口 的内部的一点

。

对一般

的情况
, 。 日 ⋯匕已。

可以同样地连续收缩为 习 的内部的一点或多点
。

这与定义 中的

条件 矛盾
。

结论得证
。

证毕
‘

定理 的证明 由引理 和引理
,

之 。 是 以 的基函数
。

从而 研全

墓 李是 尸 “ 厂全 丫盆的一组基函数 证毕

定理 的证明 由定理 可直接得到定理 的结论
。

证毕

作者感谢导师卞荫贵先生的指导和帮助
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