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提要 本文先用 泛函方法求解在具有任意状态方程的流体介质中传播的一 维

平面定常激波在一维小扰动下的运动学稳定性问题 得出激波的运动学稳定条件为 一 成

,
,

券
。、

·

其中一 , 是激波
· ,·, 线的斜率

·

告
, 是 · 。‘ 。 。‘率

·

此条件

与过去从唯象方法得到的条件一致 然后通过对这一条件能最惫义的分析
,

提出一般的激波

一维稳定性的能皿东理
,

并由此得出激波能量稳定条件是 一 ‘ 。了半、
、 一 李 其中

一 ’一 ’

一一
‘ ’

一一
’

一
‘ ’ ‘ 一一一
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一 一
‘ ’ ‘ ’ ‘
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’

、 阳 一
’

尸。、 分别是波前
、

波后压力 这个条件比运动学条件为优
,

由本文首次得到

关锐词 激波
、

。。 , 稳定性
,

能量稳定

一
、

导 言

激波稳定性研究始于四 年代 它对于化学反应等激波尤为重要 例如爆轰波就有

份复杂的不稳定结构田 等 的实验清楚地表明
,

由于电离
、

振动等分子内部自

由度激发的影响
, 、

等气体中激波面发生严重皱折从而变成三维不稳定形状
。

最初提出波前 数大于
,

波后 数小于 的激波进化性条件 以

此为前提
, 〔, , , 【们 和 【习 等人分别用 求解线性

化方程组初值问题及声波反射放大等方法讨论激波稳定性条件
,

它一般是对 线

科率的两个限制 我们认为此领域中还有如下两个问题值得探讨
虽然文献 由声波放大的唯象方法得出了激波一维运动学稳定条件

,

但从一般

的小扰动分析方法还没能得到类似的结果
,

甚至还得出了不依赖于 线的中性

稳定性的错误结论川 而且热力学的稳定效应一直未被考虑

已有的二维扰动分析所得到的结论都与实验相差甚远〔”
,

实际不稳定在理论不稳

定上限之前早就发生

针对
,

本文将用 泛函方法严格求解激波一维运动学稳定性条件
。

进而

从激波能量转换的角度讨论这一条件的物理意义
,

提出了激波稳定性的能量原理
,

从而得

出包含热力学在内的更一般的激波能量稳定性条件
。

向题 将另文讨论

二
、

一维平面定常激波的基本关系

设在实验室坐标系 了
,

犷
,

了
,

’ 中
,

一堆平面定常激波以速度 沿 ’正向传播
。

本文于 年 月 日收到 ,于 年 月 日收到修改稿
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介质的状态方程可以是任意的
,

但假设波前
、

波后的状态分别是热力学和化学平衡的
,

这

意味只充许介质在通过激波时可发生化学反应等内部变化 波前
、

波后介质速度分别为
在。 。。 , ,

和 , , , 刀 , , 。 , “ 都是常数 文电用下标“ ”和“ ”分别表

示波前
、

波后的量 激波坐标系
, , , , 与实验室坐标系的变换关系为

一
‘

一 。 , , ’ , ’ ,

一
, ·

以 切 , , ,

表示介质在激波系中的速度
,

则波前介质以速度 , 。 沿一 方向进人

波面
,

波后介质以速度 , ‘ 离开波面
。

显然有
, 。 价 一

, 。 一

激波前后的 数分别为

、
。一 竺 、 一 竺

, 皿

其中 一了项瓢
为声速

, 尸是压力
, · 是比容

, · 是比嫡 若考虑粘滞性
,

则激波

有一厚度设为 忽略粘滞性时 ,
,

激波层过渡为激波间断面 图一示意了激波

与坐标系

功 。一
。一

实脸室坐标系 激波坐标系
‘ 漱波结构

激波嫡增的 条件及压缩性条件为
。 , 一

岁 , 。 ,

这些条件在本文中均满足 条件 使得波前

禁讯
,

即波面的扰动不能传播到波前去

激波前后各量满足
一

关系
, 。 留 ,

两。孟 , 贾

” 。 , 。 、 , 、

乃 一 乃
。

—气
一 , 厂。少、扩。一 沙一少

其中
, 一 ,

是质量密度
,

夕是流密度
,

是比内能 设

介质状态方程为
, , ,

它与 一起给出尸
,

, ,

关系的 曲线 线
,

如 图二示 它 在
图 激波 线

, , 点的斜率表示为‘嘿丫
,

连接
, 。 和 几

, , 两点的直线为 、抽 线
,

召口 封
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其斜率 一
,

满足

尸一 已二二
夕。一 扩

从式 和 可得关系式

一‘
。 , 。 ,

一
。 ’‘, , 。一 。 一 ,左

, 一 , 。 。 一
。 , 。 一 。

, 。一 。 ‘八

三
、

激波的 运动学德定性

组为

其中 拜

稳定性及 泛函 在实验室坐标系中
,

一维流体运动学方 程

互 立
口’

。

“ 、

丽
“ 十犷

“犷 十 孤
‘ 尸 一 厉 又声厉 一 ”

,

丁 刃宁 ‘
,

斗

刀、 乙是第一
、

第二粘滞系数
。

用式
,

上方程组在激波系中的形式为
几

︸

、“﹄才一

产

了、、

立击
豁
一 ”

豁 备 四。
一 。

景
一

·

小
。

最二
十

备
。 ,

会
,

不管能量方程
,

平面定常激波是 的特解
。

运动稳定性理论研究当流场特解的初始状态受一小扰动后
,

扰动流场随时

间的发展 将一般特解写成 咖
, , 如

, , , , , 等
,

在初始 , 一 。 时的流

场状态为 币‘
, 。

设在某一初始小扰动 占咖
, 。

下
,

方程组 的解变成 石 二
, ,

它与无扰动时的特解有一偏差

功, ,

币
,

一 币, ,

这个偏差量随时间发展的情况就给出了特解 咖 是否 稳定的判据
。

一般有定

义 〕

若对 。 , 日 , 。 ,

使得对任何初始扰动 占咖
, ,

只要满足 咖
,

, 。 ,

就有 咖
,

对任意 , , 。 都成立
,

则称流场特解 咖
,

是
稳定的

对方程组 取变分得扰动量的线性方程

鲁
一

鲁 器
“ 一俞

“ 二 ,

景
。 ·

卜 刀备
。 ·

瞥
。。

一孤 沙 犷
,

子“ 、

一丽 , 十 丽
“戈声丽夕
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或一般写为 认娜
, ,

沙 舀币
,

显然 吞咖 一 是 的一个解
,

这样对原方程组 的特解 咖
,

的稳定性讨

论就化成了对扰动方程组 的零解稳定性的讨论 讨论的基本方法是所谓

直接法
,

它将稳定性与一个 函数 以 占击 联系起来 具体有如下定理【代

若对扰动方程组 可以找到一个连续函数 占咖
, ,

它满足
口咖

, , 占功、 一

且它对于时间 的由这个方程组所构成的全导数是常负函数
,

即

口
上二

, 一
军器

, ‘ “‘, 一 ‘”

对流场各点 都成立
,

则扰动方程组 的零解是 稳定的
。

将 函数对全流场积分得

笋 占咖
, ,

称其为 泛函
,

对其稳定判据 成为

应
产 , 、 十璐

二声 气 少 一
, 二丁 中 咖气

,

一 。 一厂 吞功
,

运动学的 函数可选为流场动能密度的二次变分 〔
‘ , ,

即令
’ , “ “ · , , 一 ‘ 合

·‘

不难证明
犷 , , 。 , 一 生 。 , “ 一 二 , , 一 , 。 ,

它满足条件 由判据 并用式
, , , ,

经过较繁推导可得如下

一维扰动流场的 运动学稳定判据
。 “ “ 。 。‘ 二

。
‘

。

夕 口
, 。 、 , 。 。 ,

口。
簇 任井 , 占 占小于 占 十 告 子‘ 占 一

‘

子 产
’

任二
一 , 二 二 二 、 ‘ 二 「

加
激波 运动学稳定条件 设平面定常激波受一纵向 工 方向 扰动

,

激波

有一速度扰动
,

即 ”

与之相应
,

激波流场也被扰动
,

注意波前是禁讯的
,

扰动情况可归结如下

波前流场 李 、
, 尸。 。 , 留。 ”留

。 子妙。

波后流场 一刃 价 , 翻
, , , 尸 一 八 十

, ,

波后 一 、 占“ ,

、
, 占

激波层 一 “ 二 , , ,

物理上要求无穷处的扰动为零
,

即

即
二 二 一 如

二

如
二 ·、

‘ 、 二 即
,

由 并注意流密度守 恒 李 一 。
,

知稳定判据 的第三项贡献为 。
才

忽略

粘滞系数的扰动
,

衬一 。
,

粘性项对稳定判据的贡献是

一 “ ‘二 ,

弃 。
二 ,

昙竺卜
‘ ’ 、 二

,

粤犷
。

,

二
“ 血

’一 ’ 、血
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即粘滞性使流场稳定性加强 下面我们忽略粘滞性
,

令 衬‘ 。
,

激波厚度 ‘一 。而成

为 处的间断面
,

稳定判据 成为

。毛 ’‘二 互
“ , , 旦塑」

一 二 劣
毛

为处理激波间断面
,

引进 函数

二
当

当

则激波的速度和压力场可表示为
‘ 一 ‘一 人 ‘ “ 人 ‘

仁劣 一 从劣 〔, 刁
扰动场表示为

“ 一 , 口“‘ , ,

即 一 二 即
’ ,

从激波守恒关系
,

,

可得出

飞鉴苏又,
, 一 “ ,

, ’““ , 叭 ’“ 武 ,

, 犷了 梦一

口 ,

由 和 式不难导出
。以一 旦竺互业竺五 即二

一 留 留。
瓶一匕鱼迹鲤当 挤

波后等嫡流的小扰动满足特征关系‘”

即
,

一 士 占“
,

考察稳定判据
,

后一项的贡献为
’ 。

粤翌 一
’一 。,

擎
叶 。。旦丝 “ ‘二 “ 鱼笙

一 才 一 。 才 一 言 口二

显然上式最后一项为零 而由 和 有
一 ,

即
召 “

—一 口劣
一 工 翻

而对间断面的积分可通过先求 一
,

域上的积分
,

再令 , 得到 根据 式
,

, 和 即 的奇异性可归 结 为函 数 一 二 上
,

而 认 为 沙“
‘ ,

和 招
二 ,

在

一
,

内是连续的
,

且满足边界条件 加
‘

一
,

翻 和 即
‘

一
,

这样可

求得
,

口护
, ‘ ,

口护
口劣 “

—
】 口劣 “

—。一 口 ‘ , 。 一 才

一 生
‘ ,
一沙“ 一

,

护 一
,

一生 如

综合以上结果得
“ 。, 鱼塑 一 。

一 二
, ‘
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这样稳定判据 化为

。毛 ’‘二互
, 。 一 叶 、 丝 。

“。

一
二 一 二

用相同的取极限处理方法并用式 一 即得
。 ,

, 、 、 、

之乏尧

一 一 “ 少 “一 似
。

将 代人上式并注意 夕
,

最终得平面定常激波在一维小扰动 下 的 透

动学稳定条件为

一 簇 户 立、 成
气

这个条件与 阂 用声波反射放大等唯象方法得到的稳定条件一致
。

它是对激

波 线斜率的两个限制 只有当波后状态点
, , 处的 线斜率位于正负两条

线的夹角之内时
,

激波才是一维稳定的
,

否则是不稳定的 如图 所示 由于 线

的形状与介质状态方程有关
,

故激波稳定性也与之有关

四
、

稳定性能 原理和能 稼定条件

本节从激波与介质之间的能量转换角度来讨论稳定性的意义
。

卜 。一

称定激波 超过下限的不稳定激波

田

超过上限的不称定激波

沿激波 线对 式求导数得

了丝、 一 户
、
“

甘尸 、
飞了 】
了一 、‘ ,

沙。一 口

再对 式求导得

‘些、一一丝一一、 “ , , 口 、
一

— —、 尸

显然
,

一 碑 内

对 式求微分并用 和 式我们得波后介质内能随激波速度 的变化关系

式
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了 、
, 、 ,

匕二二 气沙。一 叭 厂 一 甲芍一二二二一一一一
‘

口 尸
二丁几 一 ,
乙 夕

工 丝、一
夕 已 一

在波前介质静止坐标系中
,

波后介质动能是

石 ,‘ 一 工 , 一 。
。

用式 一 可求得 对 的变化关系式

鄂
。

一 ”’
“ 。 一 “ 一 , 。 沙

, , 生 占

此式给予运动学稳定条件 一个物理解释
,

即当 占 对占 时激波才是稳

定的 假设激波面本身具有一随其速度 单调增的能量
,

则稳定条件 就表现为对

激波面与介质之间进行 扰动 能量交换的一种约束 具体就是
,

对稳定激波而言波面能

量与介质动能的扰动是同相的
,

波面扰动能里增大时介质扰动动能也随之增大
。

由能

守恒知这时介质吸收了波面的扰动能量而变成其扰动动能
,

这样造成波面扰动能量的“负

反馈
” ,

使之稳定 反之对不稳激波这两种能量扰动是反相的 瓦衬占 。,

从而 造

成介质将自己的扰动动能反过来提供给激波面的“正反馈 ”
,

使得波面扰动增大而不稳定

这种解释启发我们将此能量反馈机制推广到介质的总能量 动能十内能 这正是我们下

面提出的激波稳定性能量原理

稳定激波 ”六
· ,」

不稳定激波。命
· 。

利用此原理
,

我们可进一步得到能量稳定条件
。

将 与 , 两式相加得

「
, 。 , ” 、 , , 、 ,

—
乙 月 乙 一 ‘ ‘口。 — 夕

—
一 」

一

”
一

、
二 一一
诸 夕

李丝、一
咨 夕

。

一

从
、

我们得激波一维扰动能量稳定条件

一 ‘引 韵 。
一

与运动学稳定条件 相比
,

能量稳定条件的上限较小 过去的文献中
,

对激波雄

定上限颇有争议 然而实验所给出的稳定上限总是小于 的比刀
,

本文从理论上证实了这

一点 这是由于引人内能后的稳定性判据 是比上节 运动学稳定判据更为

一般的运动学一热力学判据

五
、

结 论

本文首次将 。。 泛函方法用于讨论激波稳定性
,

在忽略粘性耗散的假设下得

出一维扰动下激波运动学稳定条件
。

通过对这一条件的能量解释提出了稳定性的
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能量原理
,

并得到一维扰动激波的能量稳定条件
,

它包含了运动学和热力学两方面的国

素
,

与实际更为接近 但是如何将粘滞性
、

热传导甚至化学反应等弛豫过程考虑进来
,

得

出有结构激波 爆轰波 的稳定条件
,

尚是有待研究的一个领域
。

或许由 泛函

方法得出的积分形式的稳定判据能给这个问题的求解带来帮助

感谢谈镐生教授对本工作的支持和鼓励 感谢朱如曾教授的有益讨论和意见
。

另外

本文的完成还得到孙社伟教授的帮助
,

在此感谢
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