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几” 邓 直接方法在液体表面张力不稳定

问题中的应用
‘’

徐 硕 昌
中国科学院力学研究所

、

北京

提要 本文应用连续系统的 刀 。。 直接方法对于旋转液休柱
,

柱形液体环和柱面内外

掖体膜等各种情形下表面张力不稳定问题作了统一的处理
,

得到这些情形下旋转运动稳定的

充要条件
。

关镇词 表面张力不稳定 , 朋 直接方法

一
、

引 言

在 世纪 年代
, ,

就开始研究这一课题 以后
,

由于化学工业
、

造纸工业和胶片生产的需要
,

促进这一课题研究迅速发展川 特别最近微重力条件下材

料加工的研究
,

激发研究这个课题的新的兴趣山

作者在文 中用一次近似变分直接方法对这个课题作了统一处理
,

得到普遍情形下

稳定的充要条件
,

使以往研究结果均可作为特例导出 一次近似变分直接方法是在简正

模方法基础上和伴随变分法相结合而产生 用简正模方法补出稳定条件需假定本征函数

系的完备性 应用 月 直接方法就无须受此限制 所以
,

数学上更严格 作者对这

种方法在文〔 中作了综述

本文理论模型同文献〔 的图 中心是无限长半径为 护 。 的固体柱蕊
,

外部是一

同轴柱壳 半径为 目
,

其间充满两种不可压
、

粘滞液体
,

分界面为 , 的柱面 区域
。 内的液体密度

、

压力和粘性系数分别为 , , , 和 脚 , 在区域
, 分别为 ,

, ,

式, 和 脚 , 两种液体之间表面张力为 整个系统

在平衡时绕对称轴以角速度 。。
旋转

对于“ 柱蕊
一液体 一

液体
一
柱壳 ”系统

,

本文应用 月 , 。 直接方法得到运动稳定充要

条件为

二丛二卫丝必竺
互

, 一

其中 互
,

为轴向和同向扰动波数
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二
、

稳定问题的数学提法

我们拟对以
。

旋转的参考系来处理系统的表面张力不稳定问题

平衡条件

在区域
, · , 一 , 。 一 。 · “ 。·“·

在区域

。 · , 一 、 一 。 · “ “·

当 时

的 一 一

小扰动运动方程组

假设区域 和区域 中液体的扰动位移分别为 梦
,

, 和
,

约
,

将其余扰动

物理量均用位移矢量表示
,

得到小扰动运动方程组为
﹄

、夕、,户
弓一沪

‘

‘、了
‘
、弊 、 。

。

蟹 一

一
二以 一 , 酬以华

’ 口才 杯

、户、少产‘、尸、器
, 。 “ 。

子 一 了 , , 一 八 夸, , 一 口爵二,

, 口去, , 。

—

恤
。 ,

边界条件为 当 时
,

夸三 , 一
‘

旦互竺〔, 一 咎 ,
一

·

夸, 一 八 夸,‘ 两 , 一 两 夕孟夸
,

一
了

除
十 参器 器

, ·

〔 一 砂 , ·

,

, 一 了 , , · ,

其中
, ‘ 尸

口若票
石丁瓦

于
一

火 器

·

奇令争 令矗黝 备刹 景器
晶器 令翻 备誉 令晶器

令矗黔
奇黝 备刹 晶

一

器 一 杏二 口夸二、
十 芍

‘

下下 云二一 艺 花犷一 吸一三丁一 ,
口忿 口
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为粘性应力张量
,

当 一 ‘ 时

口省,‘ , 、 一 八

一二一一 气 ‘ , 一

如果直接求解扰动方程
,

就是按上述方程组 一 及边界条件 一 以及初始

条件求解 畜, , , , 九 套, ,

畜, , , , 八 寮, , 文 化为本征值问题用一次近似变分直

接方法处理 这里应用连续系统 月只 直接方法定性处理这个稳定性数学问题 ’
。

三
、

通解及能盘积分关系式

小扰动方程组 一 通解能展开为三角级数

套‘ ,

一 习
吮二

。

阴 二尸
声

刀 尹 , 了 , 功 , 弋少君 、一召弋
艺叮 一二

‘一 ”

六
,

一 一“

。 , , ‘ 一 全
。。 。。弃

“

、 ‘ 汀 护 伪

”, ’ , , ,
, ,

受 ‘兔,

互

生
兀

, , , ,

, 一“·

,

上述位移矢量都是实的

下面我们来推导能量积分关系式
, 、 口扩二二 , 。 、

、二软 ,
,

二 。 。

‘人 下下 月、内 气 少 六 凸 梢与 气“ 之之 , 叱之 “ , ‘二二 二尧

口

,

一
· 的 积分

,

再以
子标乘 ,对区域 “

·

“
, ”‘ ”‘ 二 ,

一
二 一 积分

,

然后两式柞枷
,

利用
,

及边界条件 一 得到

刽 合
两

箫 奇娜合
,

鄂
’
“

·“‘。,子赞
“· ““ , 子货

‘·

一 一 ,

卜
“ “ 占

,

器
二 ,

,

「互
,

咨
,

〕一

— — — —口, , 、 , ,

一 一 曰 、戈了 厂 一 —

器卜
。, , 、

将通解
,

代人
,

利用三角函数系的正交性
,

得到能量积分关系如下

口 。 。 , 、 , , 」 , 、

丽
飞“ 甲 ‘ , 了 ‘ ’下 ‘ , , 甲 “ 了一 一 、“ 下 ‘ , ,

其中
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丝、燮。
一
众息 一‘·

二
。 ‘·

二
。

丁
。

豁一
“, ·‘女·

““

, , 。
,

友 ‘女’

互

, 一 之愈
一

二子

·‘·

二
。 “·

二 , , ,

灸 ‘乏‘

吸

, , ,

友 。‘走,

反

‘ 一 手全
’ “ ’ 一 , , ,

‘ ·“ ’

“

派 娜 。 ‘ 一 。 ‘

一
’ ‘,

, , , ,

互 。 , ·

畏
’

不物
, 。 、,

, 」 口

一 嵌息 二
二

二一三’

一
‘’·‘“

’

“

林才、
、

丁“,

一
‘, ·“ ’

“

一
众郭

“

协一 。

丛
, 口合刁,

乐
一 ‘ “ ,

二
, ·

,
, , , 一‘·‘ , ’

二。 ,
, , , ,

“ ,一‘· ’

毛为任意实数
, 一

合
·”

’‘’

, 一
合

·” ”‘’

在方程 中
,

为扰动动能项
, ,

为扰动势能项 中 中 为

钻性耗散函数

四
、

稚 定 性 判 据

两个引理

引理 耗散函数 中一 。的充要条件是液体像刚体一样旋转
。

引理 液体粘性耗散函数是正定的

证明类似文献【

稼定性定义

系统的扰动运动状态依赖于位移矢量 护
, ,

梦‘ ,

和界面的扰动 酥

澎 , 夸
, , , , ,

这些量能展开为三角级数
,

所以
,

描述系统的所有物理量记为

、 一

餐 一
,

斧 一
“, 子

, , , 。 ,

‘,
,
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等 一
‘, , , 犷 , , , ,

“
,

“,
, , ,

, ,

‘,
, , ,

一
‘,

,

· , , , ,

, , ,

,
, , , 。 ,

,
,

。 吞, , ,

,

假设函数空间 男 由所有嗒 组成其所有分量均为 ‘ 类函数
,

系统在空间男中运动流形由

所有满足条件
·

梦
, ·

护 一 及 一 的所有元组成

空间厌的距离定义为

· ‘
, ”, 一

息 几 几豁一‘

小 几臀一‘ , 丫
·‘ ‘·

愈 几 二
。

黔一“
’

几斧
·‘互·

“
’ ·‘·‘·

十 艺 二
,

一‘ ’

二
“,·

‘走·

“
’

赞
·‘·‘·

鑫 二
,

二二 ,一“‘
’

二“,
’·‘“·

“
’

赞
·“ ‘·

息二 几
,

一
‘ ,丫仃二

‘一
‘“丫

“· ’

平衡解 嗯犷 一 的稳定就按距离 试嗯丫 ,

定义 连续系统 月。 日 稳定性基本定理

在文献〔 中作了阐述

稳定性准则

定理 如果“ 柱蕊 一液体 一液体 一柱壳”系统旋转运动状态势能具有极小值
,

即

乙 十 乙
,

系统整体旋转运动是渐近稳定的

证 作 几朋 泛函
‘
澎 一 , 乙

,

仅当 ‘

彩 时
, ‘及产 ,

且满足

尸 冬
,

成 嗯 成
,

叮
,

其中

一
‘·

六
。 · ,

, , · 。 ,
, ·“‘

,

爹〔 ,“‘ 一 ‘卜 , 一 、 ,

。

一众
, 。 · ,

, 、 尸 , ·“ ,

子〔 , ‘ 。 一 ‘卜 、 一 , 。 。 ,

再由能最积分关系式 得
, ‘ 二 、

— 一 气叭 宁 叭浮

利用引理 知 竿
路

负定
,

由此证得系统旋转运动是渐近稳定的
。

推论 如果系统满足条件
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两‘ 两 , 。 , 。‘
一 内 属

—
尹产 ,

—
尹产 , 产尹

一
友舌十 一

则系统旋转运动是渐近稳定的

定理 当区域 和区域 液体密度分别均匀分布
,

是
且卫巫二卫些坦鱼二

互
,

一

证 条件 是稳定充分条件由推论 直接得到

则系统旋转运动称定充要条件

必要性 , 我们可以证 不成立 等号为临界情形
,

除外 则系统一定不稳定

选取

夸, ,

夸, 。‘ , ‘, 之, , 、

省, , ,

夸, , “ , 十“‘ 走, ,

,

〔
“‘十“‘ 掩, ,

八 ,
八

“ , ““ ‘, ,

作为扰动方程 一 的解 将 代入到 匀一 得到关于 。 的一组本征值问题

两 。 省, 。 两 口。

夸, 一 ‘ 一 八

·

省,

两 。 ,

省, , 。 两 众 夸, , 一 , , 一 巧

·

夸‘, 一

户,

一 。,
一 。 。舌,杏 一 弄 一 。 , 一 毛,护

’
, ·

, 一 , , · ,

, 一 ‘, · , ,

一 。

杏手 杏 , ,

夸, , 一

其中 创 ‘ “ “ , 从
, ,

一
,

以 梦 标乘 再对 积分 以 护 标乘 对 积分
,

然后两式相加
,

利

用
,

一 得能盈积分关系式

护 。 护 中 梦

其中

、夕、产、产、夕,二凡‘内,咯月,,月,了、‘、了、了、
。 一 一。

·

。 ·

“ ‘
·

“ ’ , ’‘· ,

, 一 两 乌 。
·

。 ·‘· , , 。 “ 。 ‘ ,
护‘

纯虚数

, 一 生 。

, 一 几

「
, , , , ,

⋯
、 , 、

一
, ·

粼 毛 犷护 十 娜 一 一 内 一 内 川汤 由
一 ’

一
’ 一
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假设 。 了 如
, 旷

尸产 , 若 一
多 二二下 , “

七
代人 得粼一

一一
砂一

。 二 十 朽

解上述二次方程 匀得

口 了 十 田
一 士丫 、 ,

一
、

将 式实部和虚部分离得

一 一 兰 士 生
, ,

士 代 , 气 一 一 , 厂 , 斗 扩

。 一 兰 士了一巴二兰二卫 士生 了 少 一 扩一
, 少扩

根据 式可以证明 当 不成立时
, 乙里

,

使得
,

此时

一 兰 十 生
, , , , 月 , 、 , , , , ,

个 一 气 一 犷 一 , 少
一

甲 , 一

,

即证得系统是不稳定的 至此定理证讫

至此
,

我们用 刀。 直接方法更严格证明了文献【 的所有结论
,

在空间材料科学
中主要关心轴向具有有限长边界情形

,

这个问题我们已在另文中解决了〔习
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