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粘性液体上浮体的稳定性条件

朱 如 曾 吴 汉 明
中国科学院力学研究所

提要 本文研究了有限范围粘性液体上浮体的稳定性间题 由浮休
一
波休系绕笑子平衡

态附近的小振动导出的本征方程 甲‘ 。,

用谱分析法给出了平衡态的稳定条件及各振动

模的稳定条件 并表明粘性将使稳定的系统变为渐近稳定 另外还给出了两条泛函微分定

理
,

它们是近似求解本征值的理论基础

关键词 浮体稳定性
,

粘性
,

泛函微分

一
、

引 言

流体中浮体的稳定性问题是海洋和湖泊工程中的一个重要课题 一 , ,

并具有一般力学

的意义 过去的研究都是在无粘条件下作出
,

本文则抛弃 在理想流体无旋运

动假设下所给出的浮体小运动线性方程组 刀 ,

而从纳维
一斯托克斯方程以及粘性流体 中

浮体的动力学方程出发
,

用谱分析法 , 讨论了浮体在粘性液体中关于平衡态作小振动 时

的稳定性条件
,

以及各振动模的稳定条件
,

并证明粘性将使稳定态变为渐近稳定态 此

外
,

还给出了两条泛函微分定理
,

它们是近似求解本征值的理论基础

二
、

小振动模的本征方程

本文所有量均为无量纲量
,

无量纲化的方法则不同寻常
,

而是都取实际量与单位量之

比
,

故本文的无量纲量实际上就是简单地扣除物理量的单位而仅保 留数字而已 之所以

这么做是为了定义内积时比较方便 考虑质量为 的固体浮于液面
,

考虑液面有限但足

够大
,

以致当浮体高度发生变化时
,

可忽略平衡液面的高度变化 采用如同文献 中的

坐标系统 坐标 为固定坐标架
,

其中 , 轴垂直向上
,

静止水面为 平面 如图

平衡时
,

浮体的质心为
。 , ,

浮 ,合为
, , ,

受到小扰动后浮体质心相对于平衡位置的平动位移为
二 , ,

故扰动的平动速度为
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” 一

箭一
‘ ,

,
, ‘ ,

扰动角位移为
,

夕
, 丫

其中
,

口和 分别为绕
,

和 轴的转动角度
,

从而扰动角速度可写为

山 ,

一 兰 一 。,

夕
,

价

同时我们还引人如下定义的记号

浮体总质量

平衡浮体绕质心的转动惯量张量
。 浮体平衡时的排水体积

。,

和 分别如图 所定义的那 样
,

为

平衡时包围流体的三个面 并设 。与 相交

而不相切
二 。

的外法向单位矢量

浮体平衡时的水面截面
,

也称为浮

面
。

, 。

「
毛 — 口 ,

— 名召

丫 甲
一

砰 甲

‘ 一

刹
凡 一

副

, ‘ 以 一 生 ‘

甲 甲

一 。 , 牙, 牙,

武十 。
歹,

月

召 歹, 一 式

其中 和
,

分别为浮体关于过平衡浮面的惯量中心而分别平行于 , 与 , 轴的两轴之倾

心高度 以平衡态中浮体的质心为基准

于是线性化后的运动方程可以表示为

、 一 , 、 一
·

‘ 一 二 一
, , , ,

沙二。

玄
。参 一

·

一
·

互

其中 为流体密度
,

一 李 擎、
。

护

为粘性张量
,

下标
,

了取
, ,

时分别表示
, ,

三个方向的分量
, 八 雌 ,

,

为

扰动压力
,

由于忽略大气对浮体的作用
,

故可考虑大气压力为零 另外 为扰动力矩
,

具

体表示为



力 学 学 报 年 第 卷

一
二

, 一 , , 。 一

·

此 平
,

一
‘

十 尽。 , 了 ‘

十 一
,

一 八 平雄 了

‘ 一 , 二‘

因为原方程 中不显含时间 , ,

又根据小扰动假设
,

我们可在复数域内设
。。口 , ,

工 一 工。 , ‘

省 套
。 口‘ , ‘ , 。 ‘ ,

, ,

氛及
。

中均不含时间 为了方便起见
,

以下所有的下标
“ ”

都略去不

将它们代人原方程 中
,

即有

中中其其记

、少,‘了‘、

︸

护 一 一 声 一 一 礼了 , 。

夕 。 甲 护 一

护砖 九 一 口

一
·

省

其中

一 器
十

影
甲 , , ,

工
,

省
,

上角 表示转置 须注意
,

此地的 形式上与原始方程中的 。 相同
,

只是现在
,

运动量的字母表示其复振幅而已 方程 就是浮体在粘性液体中关于平衡态作厅

的本征方程

相应的边界条件

在
。

上
,

夸 工 一 护。

在 戈上 即
,

表示

飞动

, 一 。 省
·

。, 。

粤
以及

, 二 ,

在 凡上
,

去

三
、

稳 定 性 判 据

将满足方程
,

且满足所有边界条件 一 的本征态 甲取其复共扼后与方程

在流体区域
。

内作内积
,

得到

甲 ,

夕司 一 护 一
产 , 二 ,

·
, 。 ·‘

·

‘·

口

浮。

·

‘ 二

一
、

·

招
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一 。二 二 介 卜 丁一 卜 , ‘ 一 , , 二

·

一 , , · , 一 、 , , , 一
。

二

一
,

·

一 邪 平
‘

一 平 尽 ,了

一 以下 , 一
,

, ‘

一 月
·

了

, 。

〔‘二 ,一 , , ,
·

‘】

, 尹 ‘中 一 。 ‘

对上式中各项
,

利用边界条件 一匀 与条件
·

夸一
,

稍加整理后
,

它们可分别表示为

、
片‘‘

﹄七一一 ,一 ,
’

二 ‘
·

‘ 一
。 。。

, 一
苦习钊器 影

户 忿 ’ ,

平 李 了

‘ 了夕护 丫 一 牙
‘ ,

产

一 , · , · ·
,

,

,‘“ ,

显然
,

这里 为实数
,

而且只要 钾
,

式便保证 与 口均为正实数
。

从式 便可得到本征值与本征态的积分关系
。 一 二些红竺二卫退匕

由此可得

定理 对某一模
,

若 甘
,

则渐近稳定

证明 从 式得知 使
。

故渐近稳定
、、夕了产口

了、、、、、忍口了才口、、
、

, , 了

一平
,

一
。 。

式 一
‘

平 一 ,

从
。 二忿

, ,。
, ,‘“

,

二
, , , , ,

儿
一 户 、伴 一

十 一 名 一

宁 月 个 二厂二厂 气 ‘

一 立忿 ,
‘ 月 伴

洲 从 一 平
。

一 ,

卜
。 。,

万

因此
,

我们可得到平衡态各参数的稳定性定理

当 , , 时 , 模衰减到零 , 简称“ 模渐近稳定气
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定理

当 月 , ,

牙

溉凡 一 , 一
‘ ‘ ’ ,

刻系统的
, , 下 ,

参,

百渐近稳定

证明 当 从 和万均大于零
,

并且

淤 一 , 一 二。 ‘

牙
,

时
,

由 式表明只要 叭 钾 且 爹
,

等
,

则
,

再由 式可知
,

与 ,
, ,

及 杏, ,

有关的模都有 。 的
,

故定理成立 证毕

如果我们一开始就使
,

夕轴与平衡浮面 的惯量主轴平行 我们可以称之为标准坐

标系
,

则易证
‘ 。

一 ,

在标准坐标系中
,

记 月 汀
,

万
, ,

于是 式化为

。 一 生 。

万二
二 一 。

武
。

一 “ ,, ,
’ ,

,‘“

从而可得

定理 在标准坐标中
,

若 万 。,

豆
, , ,

则系统的
, 。 , 了 和 夸, 。 渐

近稳定

因为 式保证位能 关于
, , ,

夸, 取严格极小
,

故位能严格极小保证这

些参量渐近稳定

比较本文诸定理与文献 的各定理可知粘性使稳定系统变为渐近稳定
。

四
、

泛函微分定理

在满足边界条件 一 匀 及二次连续可微条件的所 有 函 数 列 诚尸 一
,

工
,

夸
,

所构成的集合中
,

按函数矩阵的加法以及复数与函数矩阵的乘法定义复数域上线性空

间
,

记为
,

并定义标积

,
,

功之

一
‘ ·

, , 。

。
·

易‘ , 。。‘

积分区域为平衡流体所占的空间

引理 对‘ 中的 自伴线性算子 介价
,

存在势泛函

‘ , 一 含‘“‘
,

,
·

引理 ‘ 中不存在与所有向量正交的非零向量

直接验证可知 夕 为 自伴算子
,

由引理
,

势泛函为

丫 一 生 币 ,

夕必

其中 币
,

工
,

官
,

户
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了
一

护 生 神 生

一 王
· , 。

“
·

“

卜号军钊器 影
一 , 二 · ,

‘

二 · , 二
,

二 · 二二 , 二

一 ·⋯ 一 , ,
。,‘ , , ‘

。“ 一 , , 。

,二
·

。‘

其中下标
, ,

分别表示
, ,

分量

由引理 和 可得

泛函微分定理 在 中使

穿
。

的充分必要条件为

夕价

其中下标 “

尹 表示 ’在微分中不变

若令 了 刃
,

则此式确定 。 为 价的泛函
。 一 二壑红塑二

一

丝旦竺

于是
。 生 , 、。。

一
。牙

,

从而有

泛函傲分定理 若 价〔
,

使 刀。 ,

则 中必为本征方程

夕币

的解 反之
,

若 价〔 是方程

夕币 。

的解
,

并使

口 钾 ,

则必然使
叮

泛函微分定理是近似求解本征值的基础
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