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理想塑性晶体裂纹顶端渐近场

王 自 强
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文从晶体三维塑性流动理论 出发
,

导出了双滑移理想塑性晶体平面应变问题

的基本方程 利用这些方程求得 了静止裂纹顶端应力变形场 该场包含有弹性角形 区

并且整个应力变形场是连续的 进而导出了定常扩展裂纹顶端应力变形场 该场由

五个角形区组成 裂纹前方有两个 塑性区
,

它们的边界是速度场间断面 裂纹面附

近有一个二次塑性区
,

中间是两个卸载弹性区
,

它们交界面也是个速度场 间断面 该

五个角形区不是唯一 的 本文得到了一簇解答 最后本文分析了这些解答在面心立

方和体心立方晶体中的应用

关锐词 理想塑性晶体
,

应力变形场

一
、

引 言

近年来含裂纹晶休应力应变场的分析引起了一些学者的兴趣 和 仁 首先提

油了理想塑性晶体反平面剪切裂纹的弹塑性分析 和 得到了幂硬化晶体中

反平面剪切裂纹顶端的 型奇性场 〔 的最新工作
,

分析了理想塑性晶体 型裂纹

顶端的渐近场 对于静止裂纹
,

他的解答含有间断应力场
。

木文对理想塑性晶体 型裂纹顶端的渐近场进行了新的研究 对静止裂纹
,

得到的解答
,

应力场是全连续的 对定常扩展裂纹
,

本文得到了一簇解答
, ‘ 的解只是本文的一个特

一

例
。

二二 其 太 大 苏皇

一
、 舀万白 , 喇尸 口 舀

先对 提出的平面双滑移模型进行分析 如图 所示
,

这个模型晶休只有两个滑移

系 主滑移系与共扼滑移系 设想裂纹位于两个滑移系的对称面上 主滑移系的滑移方向的
一

单位向量为 。 ,

滑移面的单位向量为 共扼滑移系的滑移方向单位向量为 习 ,

滑移

面的单位向量为 气

讨论平面应变问题
。

限于小变形
,

各向同性屈服
。

我们有
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屈服条件
口 , , , ,

这里 砂‘ 是指作用在第 。 滑移系上的分解剪应力
。

我们 已约定反向滑移作为另一个滑移系

有
‘。 , 。‘ 尹, ,

产
· , 一 生

。 , ⑧ ‘· , 。 , ⑧ ‘· , ,

‘ , ‘ 分别表示向量 ‘ , 衬 的分量所组成的列阵 例如

一 毛。 甲。 甲。

。 一 叭 。 外 。 几

由此不难得到
, ‘” 一

告
。

一
, , 。 ‘

一
, 。

,

” 一
合

。 ,

一
二

、 、 一
二 ,

一 , ,

‘。 一 一 土 心 一 吼 血 。一 叭 , , 一 甲 ,

,

、 , 、 , , ,

‘

二 勺 一 〕运 十 甲 , 一 沁 。“‘叹口 十 孙
石

图 平面双滑移晶体模型 图 静止裂纹顶端渐近场的三个角形区

乞 本构关系

我们有

口舀户

一
丙户 — —石

‘ ,人 公
,

巩 习 玲
,

沙
, ,

其中 分 是第 滑移系的滑移剪切率
。
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应变率张量与速度场的关系为
, 口 口 八
口 一 万戈面 个 或

对于平面应变问题
,

有

。 。 一 ,

口。 二十 几口 一 丁厂一 人声妇 十 口砧 ,

乙邵 艺严

其中 产 是弹性剪切模量
。

希腊字母
,

夕
,

取值为

渐近场的应力函数可表示为

币

重复下标是求和的缩写

此时屈服方程可表示为
。 生 “ 一 甲 一

,

一 甲。

一
。 ,

, 刃 一 一 百
‘

滋 州 甲。
‘

甲。 , ‘ ·

三
、

静止裂纹顶端的应力变形场

裂纹顶端区由三个角形区组成 如图 所示
,

其中 区是弹性区 利用 式
,

不难证实

夕

竺 才 。。 ,

在 区
,

【

一
, 一 ,

一
,

“ “ ,
,

在 区
,

在 ‘ 区
,

护一护一
矛、、

︸

其中

二 一 ,

刀 一天 戚 ,

天 甲 ,

角度 是个自由参数 不难证实
,

为了确保 区的应力场满足屈服约束
,

必有

。

「 ,

一 沪 工

飞叭
,

万 一 叭

由公式 看出
,

区与 区都是均匀应力场 在 区主滑移系与共扼滑移系将同时处于恳

服状态
。

现在来分析 汉 区变形场
。

由 式得

一合‘, ,“ 。 ,
,

一
合

, , ,

一
含

‘ 一 , 一 。

风巩此
‘’,、吸
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广
一 “一

合“ ‘ , 一 , , 一 ‘ 〕

“ , ‘“ , , ,
·

、一

香、, ,

一 。一 , 一 , 〕

一 。 ,

这里
, , ,

分别是主滑移系和共扼滑移系的滑移剪切率
。

令

‘ 一 手‘
,

, 一 令爷
,

注意到 汉 区的弹性应变率张量为零

了 ,

犷

公式 的极坐标形式为

口

口
’

口
。

。
一

二一可矛 于, 口口

, 。 , 。 ,

口
,

‘ , ‘ 口矛月 一
‘

一‘
一

口
丘

利用 式的前两个式子
,

得

、,,一

一
‘ “ ,‘·

, 一 。 。 ‘·

誉

丛

一 几
,

》
一 ‘ , “‘ ,

·

二 。 、 哭

二
工 。 、 又 , 。

’一 百仔
, ‘ 乙 一 叭 一 了 ,

皿
乙‘ 十 叭封 ,

“ 一 ‘ “

、

利用 式的第三式
,

导得如下协调方程

’
‘

口 口 一 。,

儿
‘

一 子。 佃 十 叭 一 子
。 归 一 叭

,

注意到 。 处
, · 。 ,

而且 日 处
, 。 ,

立即导出 月 一 人 ,

宁 一 城 叭 几
‘

十 斗外
,

乞 一 一 叭 〔万 十 物

讨论 孙 二
斗

的情况
,

为了确保 子
, ,

子非负
,

必有

成 粤一 。
,

或 朴 成 ,

,,一一
声加︸十︸

去﹄︸
·

‘盆、

只在区域 粤一 。 、 中
,

只要
艺

’十
,

就能得到正的 节
,

么 由此说明应变

只能集中在一个比较窄的区域 从渐近意义上说
。

四
、

扩展裂纹顶端的应力变形场

如图 所示
,

极坐标系的坐标原点随裂纹顶端一起移动 裂纹顶端由五个角形 区 组成
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厂厂厂厂
口口

公 几

图 扩展裂纹顶端的极坐标系 图 斗 定常扩展裂纹顶端的渐近场 五个角形区

见图 牛 其中
,

是均匀应力区
,

和 是卸载弹性区
,

区是二次塑性区
。

角度

一
朴

,

晋一 肠
, “

一恤 二了 一 甲。
,

角度 是待定参数
。

渐近场的应力函数可表示为

价一
’ 口 ,

〔
,

护 。 , , , , , , 。 、 , , , , , ,

,

不
口 甲 ‘ ’

甲 “
‘
一

” ‘ 、以 一 ” , 下 ‘ , , , 乙 、。 一 , , ,

在
,

区
,

在 区
,

, 少。 。 , , 。 , , 、 ,
。 。 , 、 。 。

月叫 , 叫 书
一 ‘ 一 夕 勺

叫

, ‘ 、以 一
, 少 , 创二口 公 ,

一
, 在 区

。

﹄

一引刁一不一沪一户
、一,“了一一开
‘

一‘

利用 , 处应力分量连续条件
,

推得

犷 十 口 一 之
,

夕 一 护 ,
,

友
。 一 一 百 口一

护
月一 夕

,

,

一 犷 , 一 吐 工 助
,

一 此
一

斗

利用 处应力分量连续条件
,

推得

夜 , ,

一 , 、、

一 一 、 一 ‘ 。。 ‘ ,

护
, 了 犷了

分 了 一
, 了 ,

,

处
、

烈 了 尹

一一汀汀
·

弧

护一护一

一一一一

这里 甲 , 一 ,

尸
,

一 一 滋 一 如 一 竹

边界 处应力分量全连续条件导致
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生 护一 口护尸 ,

尸 护一 为尸十 , 一 玩一

一 括 一 夕 十 , 滋 , 一 夕

一 一 , 一 了 一 ,

括 一 了 一 。,

, 。 。 , 、 , , , 二 、 , , 二 , 、 。 ,

二
二

二 护一 犷 口 二 犷一 犷 十 滋 印 一 口
斗

‘

厅一 产 一 厅一 了 一 ,

厅一 甲

,

护一 扩 尸一
,

万
。

, 一 月 一 一 夕

一 。
, 一 了 一 ,

括 一 了 一

由于 尸 , 一 口处
,

速度场切向分量可以有间断
,

因此
,

在 歹附近有个无限狭

窄的塑性区
,

它可以是滑移带或扭拆带 因此
,

必有
‘“ , 一

‘ ,

或 ‘” 一
‘ , ·

八一

⋯
﹄﹄﹄

一

一

一

一

一
‘

图 , 定常扩展裂纹顶端的应力场 图 定常扩展裂纹顶端的分解剪应力
丫 ·

另一方面
,

速度场法向分量通过
。

处必须连续
。

这就导得

护 尸一 护 尸一 犷 歹一 护 夕
,

当物质元素通过速度场间断面时
,

应力对该元素所做的塑性功必定是非负的

约束条件

犷一 护 夕镇 。,

这就导致如下

犷 夕一 护成

对于 叭 ,
,

的情况
,

进行了典型计算
。

此时 。 。 ,

夕 料 斗

计算表明
,

当
“

成 《 时
,

对每个 丫 可以找到一个合理解答 这个解答满足

渐近场的所有方程和全部约束条件

当
“

时
,

所得结果与 的结果一致
。

此时通过边界 刁 时
,

速度场是连续

的
。

图 绘出了
“

时的裂纹顶端区域的应力场分布 图 显示了分解剪应力 护、
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为 的周向分布图
。

计算表明
,

边界 沼 , 。 , 。 处均存在速度场间断
。

五
、

在立方晶体中的应用

面心立方晶体的晶轴坐标系绘于图
。

轴指向晶轴〔
。

轴指向晶轴

前面采用的空间固定的直角坐标系 口 ,

其 ‘

口 习

川
,

功 和 止 一

图 含裂纹面心立方晶体

裂纹位于 面上 , 裂纹前缘沿着〔 方向

裂纹面位于 晶面 裂纹顶端沿着晶轴 习
。

这样的含裂纹晶体受到沿 “ 方向均匀

分布的平行于 平面的外力作用时将产生平面应变
。

在滑移面 上有三个滑移方向 习
,

功 和 〔 显然当后面两个滑移系同时等

量开动时将产生平面应变
。

事实上记 和伪第 滑移系
。

它的滑移面单位法向量为
匀 ,

滑移方向的单位向量为 望 记 叮 为第 滑移系
,

它的滑移面法线也是 材

而滑移方向的单位向量为 梦、 两个滑移系等量滑移产生相同的滑移剪切率 分为 ,

由此产生

塑性应变率 尸 为

一 即
,

舒, 份‘ ,

一 生 毛 罗
,

罗, ② ⑧ 兮, 公, 分‘为

一

今
、 。、一 。‘

〕,‘ ·

一 丫了尸。分‘习 ,

中其
“ 》一

合〔 ” ⑧‘ ” ‘ ”⑧ , ,
,

“ 一

六
岁 十‘ ’

·
,

类似的滑移面 功上也有三个滑移方向
, , 。

后两个滑移系同时等量

衡移也会产生平面塑性应变
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—
一一 , 一一 , 一 , 一一 , , 一 , ,

其中

。尸一了丁 尸 ”分‘” ,

‘” 一
告

‘, ⑧ ‘” 十 ”‘ , ⑦ 皿, ,

今

由 和 弓 式
,

得

了压 尸‘ 分‘ 尸 ,份‘, , ,

将 式与 式比较
,

不难看出
,

只要将这里的 了万刹
,

了万尹 , 比作平面双滑 移 晶 体

模型中的 刹
,

分伪
,

那么两者就等价了 严格地说滑移系 几 及 的等量滑

移也会产生平面塑性应变 但是对于我们所讨论的问题
,

这两个滑移系并不处于屈服状态
。

现在来讨论屈服条件
。

作用在第 和第 滑移系上的分解剪应力是

心
, 口 尸沪

,

岁 一 口 代“ ,

这两个滑移系同时开动
,

必有
口 即

、

。 尸罗 一
,

这里 是面心立方晶体第
、

第 滑移系的临界剪应力 由此导出
‘ , 、

“
’

一 ’

一 厂
‘ 一

, 弓

这说明平面双滑移模型晶体中的临界剪应力
‘

样前面的分析就可以用到 屏 合立方晶体中来
。

是面心立方晶体临界剪应力 的各倍 这

六
、

结 论 与 讨 论

通过以上的分析可以得出如下结论

晶体的平面双滑移模型对于阐明平面应变的裂纹顶端场是合适的 对子静止裂纹 、渐

近场不是唯一的 为了得到连续分布的应力场和位移场
,

端部区域必定含 有弹性区域 本文

提出的三个角形区组成的渐近场
,

满足了渐近场的全部方程和所有约束条件 本文证实在裂

纹前方的塑性区内存在着一个应变集中区 这与已有的实验观察一致 ,

对于扩展裂纹
,

平面双滑移晶体模型所对应的渐近场由五个角形区组成 裂纹前方有

两个应力均匀分布的塑性区 这两个塑性区的公共边界上切向速度分量一般说来有间断 裂
,

纹面附近有一个二次塑性区 裂纹前方的塑性区与二次塑性区之间有两个卸载弹性区
。

这两

个卸载弹性区之间也存在着速度场间断

以上的结果可以直接用于面心立方晶体和体心立方晶体平面应变的裂纹问题中去
, 一

对

于裂纹面位于 晶面 裂纹顶端沿着晶轴〔 功
,

或裂纹面位于 面
,

裂纹扩展方向沿着
叼方向的情况

,

本文的分析均可以应用
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