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摘要 本文采用祸量
一

向量势农示的不可压缩三维流动的基本方程及其边界条件
。

针

对小曲率弯管流
,

·

忽略主流方向的犷了故项而使基本方程抛物化并利屠流量守恒条件确定轴

向压力分布
。

为避免横向速度尚量散度不为零所带来的麻烦
,

本文提出两种计算方案
。

计

算结果证明 用于求解三维抛物化方程组的这两种方案都是方便可行的
。

关键词 旋涡流动
,

内流
,

计算流体力学
。

,月‘

前 言

弯曲管道所引起的旋涡流动的研究有着广泛的应用
。

它涉及进气道与换 热 器 的 设

图 质点轨迹投影图
二 、

计
,

,

也有助于了解人体动脉中沉积物的作

用
。

当流体流过弯曲管道时
,

产生向心的

压力梯度以与离心力平衡
。

由 于 摩 阻 效

应
,

靠近壁面的流体要比管流中心部分流

得慢
,

压力梯度的作用也相应减弱
,

从而

产生由对称面分界的两股旋流
。

随着主流

的带动
,

它们形成螺线型流动 图
。

研究这种流动有两个重要参数 一是

曲率参数
,

它是水力直径与曲率半径之比

尸 , 另一个是 数
,

它由 曲

率和雷诺数组成
, 二 训

, 二

田 。 。

本文从涡量
一

向量势方程 出发
,

提出求

解三维抛物化方程的两种计算方案
。

计算实践表明 这种对三维抛物化
一

方程 的 求

解方法是可行的
,

对研究旋涡内流有一定的优越性
。
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二
、

涡量一 向量势方程组

用差分方法求解不可压
一

方程的关键在 于采用合适的方法求 出压力而又满 足 连

续方程
。

三维情况
一

「
,

对于一个散度为零的螺线向量
,

可用向量势来表示
。

用 涡 量
一

向

量势表示的方程为

口 次 书 护
·

月
一

劝
·

户 , ’

灼

户一 又 厂
,

计 户一 。

口 火

由此可得
’

户一 一 劝

由于用向量势不象流函数那样有明确的物理意义
,

以致在提供户的边界条件时出现过不

同做法
〔, 」。

事实上
,

在没有渗透的 固壁附近
,

速度几乎平行壁面
。

如果只要求壁面法向

速度为零
,

则有

亏
·

户一 。 万
·

户年

再由户的散度为零的条件 可知
, 八 二

、

一石
,

了 灯 户
’

此外
,

丹及亏分别为壁面法向及切向单位向量
。

所以 式的三个分量 及 边 界 条 件 如

下
二 一 , 平面 犷 平面 二 一 二 平面

’ , 一 占 二 二 ,

’ 一 一 刀 万

’ 一 一 亡 一 一 一 。

上式之右端项将由求解 式给出
。

然而
,

这样只满足壁上法向速度为零的 条 件
,

而切向速度也应为零的条件有待在捉供涡量边界条件时利用
。

这从二维问题的 涡 量
一

流

函数方程组可以看得更清楚
。

至此
,

用方程 和 求解三维问题时
,

有三个涡址方程和三个向墩势方程
,

它们

均属椭圆型
。

实际计算时
,

存贮 从大
、

费机时
。

为此
,

采用更适合 于数值计算的抛物化

方程
。

三
、

抛物化方程及其解法

凡具有主流方向的流动
,

主流方向的扩 故项
一

般比横向的扩散项小 目可忽略
。

以这

个方向上的坐标为准
,

其相应的动 改方程便是抛物 塑的
。

因此
,

用抛物化方程近似求解
“

椭圆型
”

流场时
,

一个关键问题是用什 么样的边界条件来考虑 ’游的效应
,

从而体现椭
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圆型流场的本质
。

一般虽有主流方向的流动
,

而无粘流与粘性流的界限分不清
,

甚至根

本不可分
。

压力分布作为求解的一部分
,

无法象二维边界层方程那样处理
。

因此
,

在一

般情况下
,

求解抛物化方程用什么样的边界条件才能体现
“

椭圆型
”

流场的性质并没有很

好解决
。

当然
,

对某些具体问题还可以采取适当的措施
。

管道流用抛物化方程最为合适
。

主流

图 弯曲管 直及 坐标系

二 。 ,

口 丫
。

方向沿着轴线
,

曲率小时可以不考虑下游

效应
,

轴向压力分布可以利用流量守恒的

条件
,

边迭代边推进计算出来
。

抛物化方程组

针对我们讨论的弯曲管道流
,

采用圆

环坐标
,

如图 所示
。

其中
,

为方形截

面边长 只
,

为弯曲管曲率半径 、 。

二 ,

用 作为参考长度 。 为参考速度
。

本文考虑小曲率的 情 况
,

取 凡 一

。《
。

另外
,

横向尺度比轴向尺度小
。

所

以将速度及坐标作相应的拉伸变换
,

现将

无量纲的量列表如下

变 量 原 物 理 量 无 量 纲 兰
一

一一⋯
无量纲坐标

’ 二 ,

代人方程后仍用相同符号
,

但 经变换后用 表示
, 二 训 。

将无量纲量代人用原始变量表示的方程组

呼
十 必 夕一

一

套
一 一 ,

户
口‘ 尸

户

忽略 。 一阶以上的高阶项
,

则有
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二

, “

。 次 护
·

习二 二 之 十 飞牙
、

山

·

户二 二 。 二

不
一 一 切

。 , ,

‘

些
, 二 竺二婴

, 一

子二 十 矛万‘ 、 一 而
’‘ ” , “ ‘ 一 , ’ ‘

。‘ , ’

。。

由
,

可知
,

轴向压力梯度可以与横向压力梯度分开
,

于是令

二 , 之 ￡ , 戈 , ,

最后得出用原始变量表示的三维抛物化
一

方程

﹀
一

户
· 。 一 了 二 一 ,

叔

必 、

一 、
,

茹资
、 ·

。
·

、、

一“ ,
,

‘ 十
一

食‘二

涡量方程
,

涡量分量 以及用向量势表示速度式 的简化形式分别给出如下

泛
·

占一 劝
· 。 “ 一 子占

圣刃

一

户
·

。一 户
· “

户
·

“ 十

瓮
一 “

一

留
一

责 ‘“

其中
,

勇
· ‘

一 占刃叭 十 。 。。

占 。
, 勺 一 口叨 二 ,

重一 。 一

一 一 , 。 , 一 , 。一 口二 一 , ,

求解向量势的方程
,

经简化后的形式
, 一 一 言

,

母 一 一 刀 ,

了 二 一 亡

方程 与方程 虽然都是

题
,

而 式仍是三维方程
。

计算
, 扔

,

的求法见后面
。

再利用 式得

方程
,

但前者是在 二 一 夕 平面内进行计算的二维问

最后
,

不论用哪一组方程
,

都要另外计算压力
,

而且 只 要

于是对 式取 、 导数
,

对 式取 导数
,

而后相 加
,

一 。
·

、 一

资
一

、

冷
一

十 切
一

器
一

誓
。 一

琴
一

习
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,
,

一哗今 二

之

田

义

一 二

户
。

户

计算方案

尽管抛物化
一

方程的计算要比直接求解
一

方程方便很 多
,

但抛物化只适用于

主流方向上的方程
。

对于三维 问题
,

横向截而上仍然需要求解两个
一

方程
,

而 且 横

向速度又不是 散度为零的向量
,

会带来不少麻烦
。

现在我们用几个 二 维 方 程

求势函数
,

可以回避这些问题
,

从而又得到进一步的简化
。

做法是 在主流方向上既用

运动方程求 田 ,

也用涡量方程求 互
,

它们都是抛物型方程
。

而后用二 维 方 程 求

横向截面上的势函数
。

算法是从上游开始
,

沿着主流方向边迭代边推进
。

计算方案一

先从 尔
·

式和 川幼 式分别求 。 及 上
,

而后用 仁 式求户以及用 式求 户
,

最 后

用 式求压 力
。

在进行上述计算时还要补充儿点说明
。

在求解 式时
,

需要补充一个用管道流量守恒的条件确定
。

的关系式
。

因此
,

求得 叨 后要求满足下列关系式

⋯六
。 口 常值 , ‘

如上述条件得不到满足
,

再修正
。

的值
。

雪的边界条件
,

经验表明用一阶精度公式较好
。

在
一 “ 平面 上

在 夕 一 “ 平面上

乙
。

一 一 。 。 。 ,

立
。

一 。即 、

其中
, 。 。 十 , , 留 十 。

为近壁处第一个内点上的值
。

求解向量势方程 的边界条件
,

见 式
。

在 、 轴上 尸
,

一 。, , 一 。,

尸

在 刀轴上 口二 一 。, 一 一

压力边界条件

用 式求压力
,

时
,

边界条件可以从运动方程 , 和 求得

在 二 轴上 如 ‘、一 。 口 如

在 。轴上 。,
,

。 一

资、 。二

但这样求 出来的压力值可能相差一个常值
,

这一点经常被人们所忽视
,

现在把方程

写成如下形式

蓄 一

用 条件求解 方程时需要满足一个约 束条件 上 ,

即由上式进 行 面 积

分
,

再用高斯定理得
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。, ·

一
‘ 。

了 、

山将

计算方案二

用轴向方程求 二
、

或与计算方案
·

相同
,

但在求横向速度向址 户
于 户 既不是无旋向幼

,

又不是橄度 为零的螺线向 鼠
,

而且
,

广一 户

户 分成两个向量
,

户
、 一

厂一 户
,

这坐 护 和 广 有

广 一 乃 护
, 一 、 户

但户只有一个分量牙
,

现在用 梦替换 厂
,

不难得出

时稍有 不 同
。

加 , 现 在

从 ,

切一 一 由

丫
一

节

计算步骤 先从‘ 。、式及 门机 式
, 、

长二 、

为

再从上两式求 及 脚 ,

它们的边界条件分别

口功口 ,

再求速度
之,

一师一 价 ,

丝 如
’

〔勿
’ 一

口 义

压力的求法与方案一 同
。

刃
、

计算结果与讨论

为了忱软 本文提出的 几维抛物 比方程纸的计算方案
,

我们计算分析了方形截面弯曲

管道 中不可压层流流动
。

计算工月的参效范围为

一
一

,

广 二 厂

计算用的初位为
二 二

, 认 韶 飞 , “ 洲 沙

户。 厂 乡
一

,
少 一 挤 ,

红
· 讼

采用均匀网格
,

八二 人灯
二

即 及 日龄
,

八二 一 。 的 计算表 明
, 一 州 。的 网 格

能得到满意的结果
,

而旦
‘

每
·

获况的 匕 时问为 分钟
。

计算结果见图 吕 列图 图 给 出不同八 星印寸的轴向速度 刹而
。

图 所示的沿水

平中心面 兰 二‘
, 刀 。 、

上 二 刘画随着轴向距 离的推移而逐渐由对称型变为不对称

型
。

其峰值位置不断向外壁漂移
,

这 友明弯竹流中离心力的作用越来越明显
。

另外
,

图

为垂直 中心面
, 、 一 ‘ , 。三刀‘ 二 ’而

,

当 一 ,

时
,

剖面渐 渐 出 现

双峰
,

表明有一对祸存在
。

图 为横截 面上旋流 二次流 图象
, “

针、 比较小时
,

只有一对旋涡
,

入 二 时 己

明显地呈现两对旋祸
。
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一
一

一 一州

一一 一一一一
互 认几、 气

、 亏 、 八
二

贾贾贾四叮
夕夕 及及才之少

。。

二

图 轴向速度 的剖面 二 , ”口 训 。

卜卜渗抓侧侧
一一

来升二夕‘引引 这这哪哪协协户户户户 口沪产产

一一

二 的
气户、

﹄

认

‘

乒瘩攀塑
二飞

图 轴向速度 的剖面 二

声 了声二‘二‘‘ ‘润曰‘ 臼 户一曰 一一

尸乡‘ , 三

一一 一 二
心 一、

四军
通三‘‘遥,皿

一二
厂

, ‘ 拭

吸哥,

弓界‘
一

, 尹七一 尸 洲洲

之

﹄

,
‘,‘、、

, ‘ 叫、 一一

一一一
呻 , ‘户 一尸 声曰洲 声

‘

一 一 一 一 一一一一一
户

尸几

一 一,

仁产二 洲一

卜 、卜 ‘ 、 、 气

公成卜二、 、
、

了‘
了气

二丁

、、

矛‘户,了、尸‘了口‘‘‘

、、

心泛 之分,芝 , 势、卜

、 、‘ , 、

沙忽 七巴目 卜门冲 二二李乡
,

兰
广

一一
一一 ‘

图 二次流图象 二 ,
图 最大涡量的变化
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图 为最大涡量随轴向距离的变化
,

它反映了旋涡强度变化规律
。

图 是 横 截

面上总压等值线 图
。

图 表明总压沿轴向的变化
。

一

队曰

图 总压等值线
,

助 图 总压沿轴向的变化

以上计算结果均按计算方案二求得
,

并且与 等人 〔‘ , 的计算做了比较
,

趋向是

一致的
。

图 是根据方案一的计算结果
,

与图 对照
,

证实方案一的有效性
。

图 了 二次流图象 方案一
, 二 ,

本文着重探讨了用涡量
一

向量势表示的方程组及相应的边界条件
。

这些方程经 抛 物

化后
,

对弯曲管道这样的三维问题进行了计算
。

结果表明
,

计算方案是方便可行的
。
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