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用热力学理论统一

和 模型

王 自强 汤奇恒
中国科学院力学研究所

摘 要

本文用热 力学理论统一地讨论 了 〔” 和 ”模型
。

首 先时这二

个损 伤模型进行 了分析
,

设 出时应 于 模型的 自由能 函数的可能形 式
,

运用

质量宁恒 定律和塑性本构关 系
,

将所要求的 自由能函数归结 为求解偏很 分方程
,

最

后得到 了 自由能 函数
。

一 日 层兰
、

二
二

近年来
,

损伤力学作为固体力学的一个新分枝
,

正展现着它的强大生命力
,

吸引着国内

外众多的科学技术工作者对它进行研究
,

促其迅速发展
。

首先是 由于工业生产及科学技术的发展
,

需要人们对材料性能加以深入的研究
。

工程材

料
,

由于冶炼
、

冷热加工过程或其它因素的影响
,

会使材料内部产生微观的缺陷
,

引起的材

料的损伤而对结构的安全造成 巨大的威胁
。

因此
,

这一问题受到人们的广泛重视
。

另一方面
,

固体力学和材料力学的互相渗透
,

加之连续介质力学的不断完善和使用的方

便
,

实验水平不断提高
,

使人们从宏观和微观方面来研究空洞材料的性能成为可能
。

人们观

察到了空穴的成核
、

聚集和变大
。

年
, 幻 首先对损伤材料进行了研究

,

引入

了描述损伤状态的 “ 连续性因子 ” 和 “有效应力 ” 的概念
。

后来
, 〔‘ ’引入了 损 伤

变量的概念
,

并用连续介质力学的唯象方法研究了材料微观蠕变损伤所引起的材 料 劣 化 过

程
。

等 人 , 把损伤的观点引入塑性变形的研究
,

通过 “应变能等 效 性 ” 假定
,

把损伤变量直接引入原有的塑性本构方程
,

建立 了受损伤材料的塑性本构方程
。

这些都属于

损伤力学的宏观研究
。

在这一方面
,

尤为值得指出的是 川 的工作
。

他直接运用热

力学内变量理论
,

有限变形理论的连续介质方法
,

根据所要描述的材料损伤的特点
,

引入适

当的自由能函数和内变量刻划材料变形过程的损伤行为
,

运用质量守恒定理
,

成功地导出了

木文 年 月 日收到



塑性势 巾 运用正交性假定
,

得到了塑性增量本构方程
。

损伤力学的另一个研究途径是从细观出发
。

细观模型 目前最为 成 功 的 是 〔 , 模

型
。

它的出现立即受到人们的重视
。

从微观出发
,

假定基体的速度场
,

利用变分原理

建立 了微观与宏观的关系
,

从而导出了塑性势
。

在 之前已有人在这方面做了工作
。

〔。’就圆柱形孔洞的最简单长大情况得到了解析解
。

和 〔 ’研究了球

形孔洞的长大问题
。

尽管 和 的工作没有能提出一整套的本构方程
,

但它

们对体积膨胀塑性理论作出了重要的开拓
。

盯 并没有考 虑 空 洞 之 间 的 相 互 影 响
。

〔 , 对轴对称结构进行了有限元的详细计算
,

考虑了空 洞 之 间 的 相 互 作 用
,

对

模型作了某些修正
。

很多人把 模型应用于塑性流动的局部化问题
,

效果比较

好
。

从微观出发导出的 模型与从宏观热力学唯象理论导出的 模型有些共

同的特征
,

理论中的损伤演化规律考虑了损伤与塑性变形的协调性
,

这与 众

的物质守恒公式是一致的
。

而 的模型并没有考虑到这一点
。

和 提出的塑性势形式较简洁
,

便于使用 并且塑性势中各量物理意

义很明确 , 塑性膨胀得到恰当的描述
。

本文对 和 模型
,

用热力学理论进行了统一性的讨论
,

就是说

模型所描述的材料力学行为可以与一个热力学的物理过程相对应
,

不但是定性地
,

而且是定

量地
,

给出了具体的自由能函数
。

这当然是从宏观方面支持了 模型
。

当然 模

型还有它的缺点
,

很多科学工作者
,

从不同的角度
,

在不同的范围内对它进行进一步修正及

应用
。

二
、

用热力学理论统一 和 模型

尸“ , 和 “ ’分别从微观和宏观得到了不同的关于损伤材料的塑性势

尽
。

夸
一 “ ‘”一

⋯ 会
一 甲“ · , 一 ”

一

叮划
一

这里所有应力分量都是无量纲化的
。

是夹杂物的体积比
,

是无量纲密度
。

现在用热力学理论对 模型加以讨论
。

。 、 。

甲 、‘ 一议 一户夕 苏二‘

“乙

。 假定的自由能函数为

‘ 甲 甲 口 一

公式的第一项弹性变形能
,

公式的第二
、

三项分别是不能恢复的自由能部分 , 用热力学理论

的术语来说
,

就是物体从一平衡态到另一平衡态的物理过程中
,

能量的耗散部分
。

材料由于

塑性变形和损伤
,

嫡增加了
。

仔细观察 假定的自由能
,

弹性变形引起的自由能部

分
,

加工硬化材料而引起的累积塑性变形的损伤和空穴增大而引起的损化都是各自独立的
,

这当然是一种较简单的情况
。

在实际的力学过程中
,

弹性变形和塑性变形
,

空穴增大而引起的

损伤之间会有辆合作用 , 由于数学上的复杂性
,

这里我们不想面面俱到的考虑力学过程的各
,



个因素
。

只是想改变一下 假定的自由能函数
,

分析 和 的塑

性势
,

得出我们应该选取什么形式的自由能函数合适
。

分析 一 和 一
,

不难看出

① 没有考虑基体的加工硬化 , ② 的塑性势中的等效应力是一次方
,

而 的塑性势中的等效应力是二次方
,

③ 就 模型来说
,

对应于损伤参量 口的

热力学作用力 还应该是 口和二二的函数
。

设对应于 模型的自由能函数为

, 。· ,

口 冬
。· 。·

, ,

口 ,

‘
一

参照 仁” ,

本构关系式如下
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上
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,
。,
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‘

了叮‘、﹃

一一一一一人

尸 几
口

口 叮 丁
’

,

口
‘ 二 九

砍 一

其中 ‘ 是一组内变量
。 ‘是与 ‘对应的热力学广义力

,

公式 一 中又含有一个内变量

口 ,

相应的广义力为
。

利用 一
,

一 式可 以变为

叮 爪

翩
。 “

禁群 ‘

‘ ￡“

兴器边
·

一

其中

二 方

一 护 体积弹性模量

,

合
‘ 吕 , , ·

音
, 。 卜 】

,
《 了

从 一 式
,

形式地解出

￡“一 “ ’

令
,

心 二

代入 自由能表达式 一

, ‘ ,

夕卜 ,

伶
,“

应用本构关系 一



。 鱼壑应鱼
一 口口 呱

云玉
,

自
,

、 ,
一

从 一 可以解出

口一

宕。 ,

玉、
,

即 夕可以看成是广义力 和平均应力
。

的函数
。

设所求的塑性势具有形式

各
,

‘

韵
‘ ‘“, 一 会

·“‘“,
一

这里的各应力分量都是无量纲化量
,

即被真实的应力分量
, ,

所除
。

注意到塑性势的右边各项不显现
,

而是隐含在 口
,

气 变量的有关表达式中
。

所设的

塑性势第一项是和塑性应变对应的
,

第二
、

三项是和广义力 和平均应变对应的
。

对照 模型
,

其中

口 粤 , ‘“, 一

音
“ ‘ ,

·

现在我们的 目的就是从 一 式和质量守恒定理推出热力学力 是存在的
,

自由能函数也

是存在的
。

如果能做到这一点
,

问题就解决了
。

因为自由能函数 甲能描述等温不可逆的热力

学过程
。

就是说
,

从热力学理论这一角度来说
,

模型是存在的
。

在等温可逆弹性变形过程中
,

自由能函数与应变能函数是等价的 从假设自

由能函数开始
,

运用质量守恒定理导出了 一 式
,

现在我们恰恰反过来
,

由已知形式的

塑性势
,

运用质量守恒定理
,

导出相应于塑性势 的自由能函数的存在 , 此外从 一

式可以看出
,

塑性势 和 自由能函数 甲 反映了材料的性质
。

在这种意义下
,

它们具有等同的

重要性
,

只不过 甲是从热力学理论提出的概念
,

而 是从力学的角度提出的概念
。

由 一 式

又
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这里运用了
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一

”偏应变张量
,

塑性应变张量 ,
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另一方面
口 口

口 厅

口 户
产

、

言
,

口
刊 几 石 代入右端

,

上式可写为

器
·

垮
夕碧一一少
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。

一

下喘万 ““,

器
。
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运用连续性方程 忽略弹性变形率
,

有

石 二 。, 。 旦 一 。
一

将 一
,

一 代入上式
,

并约去公因子 几
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““,
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器
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会
口口

,

普““,
一

会
““喻黔万卜

。
一

这是一个以 夕为函数
,

和 气 妙 为 自变量的非线性偏微分方程
。

这个方程难以求解
。

下面将 一 改变一下形式
,

即希望 以 为函数
,

以 口和 气 为 自变量
,

然后利用

口参数可以任意选取的条件
, 选取适当的值

,

使方程能够被解出
,

说明问题
。

因为
, ‘ , , ,

玉

, 丁二

了吸、
口

一

, 口口 ,

“ 儿 , 尸

—
“ ‘

丁 。

口尸︸了气夕一曰口一

一一一一一一口刀邓

哩
口口

邓 癸气
子、 ‘户、 ‘声、 产、

器 器 斋
“·

小癸
“

·

户、 ‘、 碑门、 门、 产、

二

器
·

器 部
·

癸
·

癸
“丁二



得到
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这是关于 的变系数线性偏微分方程
,

具有二个自变量 和 几 将口 口刃代入 丁。 ,

幻
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,
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,

口
,
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这是一个以 为函数
,

矿 和
,

为自变量的线性偏微分方程
,

由于是线性偏微分方程
,

它应

满足叠加原理
。
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,

为了简化起见
。
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由此得到
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从上式可以形式地解出 关于
‘

的表达式
。

自由能函数为

甲
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口 一 叻
‘ ,

夕 止二 ‘ ,

口

至此问题 已经全部解决
。



王

兰
、

总 结 与 讨 论

用热力学内变量理论统一地讨论了 和 盯 的损伤模型
,

给 出 了

模型的相应的自由能函数
。

从宏观方面支持了 ’模型
。

没有考虑基体的加工硬化
。

如果我们在 的塑 性 势 一 式中

增加一项 材
,

便得到基体具有加工硬化的损伤材料模型 , 另外还可考虑以温度的影响 ,

这些项增加到 的塑性势中去
,

丝毫不影响全文的讨论
。

的塑性势是从小变形理论导出的
。

而本文在讨论时
,

把 模 型 相

应地变为大变形形式讨论的
。
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