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解不可压缩流体力学问题的降阶法

班
、

二阶有限元格式

于 欣

巾国科学院力学研究所

年 月 日收到

摘 要

在本 系列 文章里
,

我们提 出一种新的求解不 可 压 缩 流体 力学问题 的有限 元方

法

—降阶法
。

这种算法是通过寻找 零散度 空间 厂 丙 的一组 简单 的基函数从 而 对原

来的 昆合有限 元 问题降阶来实现 的
。

本 文时于 一 大 类 解 口任 艺 上 的 一
方程 的有限元格式 包括一些 二阶格 式和 〔 〕中讨论 的一阶格式 给 出 了空

间 厂‘ 的基雨教 最后给 出 几个算例
。

一
、

前
曰立 明

口

混合有 限元方法在许多领域都有着 “ 泛的应用
。

这一方法通常导致求解一个大型代数方

程组
。

其计算量和存贮量都非常之大
。

我们提 出一种新的数值计算方法 —降阶法
。

用这种

方法解 入。 一 七。 方程的优点是非常节省机时和 内存
。

设 口 是 中的有界区域
。

我们考虑下列 一 战 方程边值问题

一 拼夕名 十

“

’’夕 “ 十厂
,

否 ,

连续方程

边界条件
,

飞
‘ 。 ,

其中 一 一
,

,

。 。
,

。一

念
,

。

宜
设

、

是 口 的一个可允 许的有限剖分
‘

速度和压力的近似空间分别为
‘ 和尸 ‘ 。

逼

近 的有限元问题为 求 日 ‘

中的函数 。‘ ,

尸‘ 中的 尸
,

使
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, 目峨 自 , 叫 峨 , , 口

一
, , 护

一

艺 三
二 兀 〔 左

劣

【众
· ,一。‘

艺
少

尤 〔 了 人

「哄 戈一
义 , 火 ,

口戈 ,

户人 。 人 工 工如
、

一
入

义 ,

‘ , 二 一 艺
〔 ‘

二 艺 艺 对 脚 凡

中任意 函数 。 儿

成立
二 ‘ 屯

’

八

日
, 。 “‘ ““

“

沪 二 , 二 一 。 对
“

中任意 函数 了 成立
。

自

万

‘砂

艺
‘ 屯 了

’

六

记

, 。 · 、 二 艺 艺
‘ 。 二 , 、二

户 , ,

盖
几 忆 二 人

月 入 姿、, 。 ’ 厂。人 ,

厂 ’

令艺
介 ,

厂 ‘

卜
。 厂。 、

‘ 二

八 。 左 , ‘ 一 ’, ‘ 、

则 等价于求
几 , ‘ 任 ‘ 尸 几 ,

使

’ ‘ , 。 凡 ‘ 。‘ ,

夕人 二
, ‘ 。 、

一
。‘ 任 州

入 “ 人 , 几 。, 人 任 人

记 厂 为 为零散度空间

厂‘ 。 人 吐 人 乙人 、 入 ,

。入 , 入 〔 ‘

言为 人 的子空间
,

满足
‘产、产乃

注︸
万 季①厂 ”

降阶法基本算法如下

求 厂 几 巾的函数
‘ ,

使对 厂 为 中任意函数 人 下式成立

八 。 人 , 。 为 二
, 。 汽 。

求 尸 方
中的函数

为 ,

使对 彦中任意函数 沪
一

式成立

人 。 入 , 人 一
, 。 人 一月 无 。 人 , 。 人

、 ,

飞 以 ‘二 忿 叻 成立时
,

等价于 ,
。

设 牙
‘

是
’

的一组基函数 则

‘ 言 知
为 。 入 二 艺

入 。 几 ,

。人 、 ‘ , ‘ 之尸‘全
而任平 为
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使 成立
。

且 相当于用最小二乘法解

人 人 ,

夕八 一
, 。 ‘ 、一 ‘ ‘ , 。 ‘ , 人 任

二
、

二 阶有限元格式空间
‘

的基函数

从降阶法求解过程容易看 出
,

这种算法实现的关键是给出空间 犷 而 的一组简单基函数
。

〔 〕和 〕中讨论的格式近似空间 尸 “ 都是分片常数函数构成的
。

显然其粗糙性 导 致 了

不可压缩条件的一个很差的近似
。

这样的格式精度至多是一阶的
。

下面讨论更广的一类有限

元格式
。

设 。
是 口 的一个多边形剖分

。 , 中任意两个多边形或者不相交
,

或者最多有一 个

公共边或一个公共顶点
。

记

口 。 ,

设压力的近似空间为

‘一‘, ‘ 任 “ 万
,

丁
。 , ’ 一“

一
。 ,

夕

尸合
几
在侮个多边形

是有限维线性空间
,

它有一组基函数

空
,

任 , 中
耘二常数

期一尸

速度的近似空间 几
满足

了 介
是有限维线性空间

,

” 中任意函数 。‘ ’

在每个多边形 任 中光滑
,

满足

, 一 、· , 二 ‘, 一

丁‘· ”‘·
, 二 ‘’

对任意相邻单元
, , 二 几

,

一
‘产 一

,

刘
·

任意边界上的边 ‘〔 去

其 中 是垂直于

的边
。

, 几

有

的单位向量
, “

是所有内边的集合
,

是所有边的集合 包括边界 上

有如下
’

函数 子集合 珍 之 。 〔 “

是 内边 满 足对任意内边 任 。 ,

, 切 ,二““‘ “
,

当 ‘ 一‘



妇 计 算 物 理 卷

,

当 铸
, , 〔五

八 二
, ’ 二 。

,

对任意尸 ‘ 中的函数
’

其中 是垂直于 的单位 向量
。

厅 存在子集合 附
’ 二 。广

,

。盆
,

⋯
,

。之二 ‘ ,

满足对于任 意 二
, ,

⋯
,

壳
,

有

‘ 叨
,

子 。
,

当 落二

,

当 子 匕
, ,

⋯
,

几

人 二 , 人 二
,

对任意 尸言中的函数
‘

注 满足 述条件的格式不 全是二阶精度的
。

对于 〔 〕中讨论的一阶格式
,

只要取

尸‘一 。 ,

不厂 ‘ 一 书 空集
。

第三部分中
,

我们将给出一个满足 述 条件 , 一

的 二阶有限元格式
。

显然 评 右 不厂 内 线性无关
。

故存在函数集合 几二
‘ ,

使得班孟口丫
‘ 匕邵 工是

方 的

基函数 令

田 卜
‘
洲

‘

一

。

。
· ‘ 了‘

主
“‘

乡川
‘ 二 ‘ 丙 二 , ,

户

云

﹄几盆

沉一田一一
于

二 任环
厂 , , ‘

是垂直于 的单位向量

一 户。 环
厂

夕、
,

‘一
,

厂 户一
一‘

二
一 ‘ ,

二
,

人 砰 入

实际上
,

由上面定义的 砰 空中的任意函数

二 至 二 飞一
, 阅口
‘韶
‘ 工

一 艺口
, 二

夕

是零散度的
,

即
护 二

,

了 二 。
,

对任意 尸 人
中的函数 。凡成立

下面分两种情况证明 成立
。

当 ’〔尸才时
,

用文 〔 〕引理 的证法 可得

,

‘ 了、飞一 三
。 , 田

,

。

丈 日

山 又子
‘

生 」

当
气 〔尸 ‘ 日

、 与 。
。

故 成 立
‘

由 汀 可得 白‘ 』 , “

一 。
。

由 选
,



期 子欣 解不可压缩流体力学问题的降阶法
、

二阶有限元格式
曰 目 口 一

目 川 目‘口 , , 户 侧
, 翔口 , , , , , , 月 喇 、 , 、 , 口 , 内 , 叫 曰 月 门 , 勺 目, 电 , 翻曰‘ 口 , 门” , 尸甲 户自 , ‘ 闭钾 , ,

‘ 。 一 艺厅
, 。

人 。食

一 。
,

刀

一刀
,

田
,

就是由此式定出的

因此 ‘ 二 卜
一

艺刀
, 二

,

口‘

一
, ‘ ‘

击 〔 ‘ ,

故 成立

引理

引理

引理

引理

‘

邢夕口什

一

厂 ‘一 厂

是
为

的基函数

份 “

厂空二

砂 空是 厂 全的一组基函数
。

一一
才才

由 引理
,

空间 厂全和 厂夕
’

基 函

数集合的并集就是 厂 人 的基 函 数
。

下 面

我们给出 厂盆的基函数
。

用 “

表示 所

有 内顶点的集合
。

设 任
。

所有 以 内

顶点 为端点的内边为
, , ,

⋯
, ,

, ‘
是

、 上的单位法向量
, 、‘ , , “ ,

, ,

的方向以 为参考点是逆时针的 见

图
。

记

。才 夕
, 七

二 劝

衬
,

一 , 二 ‘“‘

‘二 。彦 任
。

内顶点

图 逆往寸针流动

由 定义的 。聋代表着绕顶点

定理 当求解区域是单连通时
,

其中 表示所有多边形的最大边长

的流动
。

‘ 是 犷盆的 基 函 数
。

砂 全口 儿

是 厂 ” 的 基 函

证明可分下面几个步骤

证明 ‘二 犷老
。

参见文 〔 〕
一

户引理 的证明

证明 ‘ 线性无关 参见 〔 〕中引理 的证明

证明对于单连通 区域
,

厂尝的维数等于 ‘ 的元素个数

由以上三条可得 ‘
是 厂夕的基函数

再由引理 和 引理
,

结论得证
。

女。果求解区域是 连通白勺
,

。、。 一 艺、了
, 、, ·

是夕
、

边男
,

厂
,

二

,

厂 , , 厂 , ⋯ , 厂 、
是两两不相交的闭曲线

。

则有

、

是内边
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定理 尸 日 人 口 是 犷 ‘ 的基函数
,

声, , ,

⋯
,

寿

其中

夕
, 二

。
·

, ’

之一产︺

一︶九

, ,

⋯
, ,

是所有与 厂 厂 相交的内边
, , ,

尹
,

⋯
, 优

分别是
、 , 。

上 的

单位法向量
,

其方向以 厂 , 为
“

参考点
”

是逆时针的

三
、

一个满足 一 的二 阶格式
〔 ’ , ‘ ’ 〕‘ 吕 〕

设 、
是三角形有限剖分

。

有 限元格式为
。

空间 尸 几 为 及

尸 人一 人
在每个三角形 任 上 人 是 二 ,

和 二 的线性组合

尸 ”
有下面一组基函数

盗 ‘ 劝“ ‘ , 二 〔

,

〔

公
,

〔 、

速度的近似空间 击 为

入二 “ 义 ‘

为二 几 上

是连续函数
,

在每个三角形 〔 上是二次多项式和
尺 二 的线性组合

,

在 口 、 边界 上为零

其 中
兀 劝“ 久怪几告只轰

元丁是线性函数
,

满足

片 研 二
,

“
,

当 一

当 泣手

其中 武
,

诱
,

此

不难验证

表示三角形 的三个顶点
。

人

满足 一
,

可取

“二 功声
, 、

、论一
尤 。 ,

, 〔

任

劣 任

〔 。

其中
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。 ,

。 ,

砰穿 。介 〔 内边

切 介一 对 劝 一 艺 叉
几 夕, ,

夔
, 、 一

二穷
二 二 一 一 一二 一 叨
‘ 二 尤 ‘ ‘

八人 了, , , 户 , 夕 、

其中 , 是 上的单位法向量
,

习 〔 几
在每个三角形 任 。

上是二次函数
,

满足

在
, 任 ”

的中点 对 一
,

当

二
,

当 护

且

习 一 。,

对任意内顶点 任 “

四
、

简单迭代法

通常有限元问题数值求解是先计算单元系数矩阵
,

装配成总刚度阵
,

然后 再解代数方程

组 其程序复杂
,

占用内存多 本文采用简单迭代法

计算公式为

, 。 、一 过 “

艺 刀 。
艺刀

一 ‘ 。 , 。

一司一一一
一一

‘
, ,

“
, ,

其中 讨
, 。夕

,

⋯
,

嵘 为 厂 人 的一组基函数
,

才“ 人 , 。 入 月 厂 ‘人,

厂 ‘ 。

初值 刀乎适当给定 例如取

川
,

,

⋯
,

川

“二 艺刀‘ 。

护

则当

刀 刀 , , , , ,

爪

时
,

仁述公式与 。 等价

注 简单迭代法仅适用于低雷诺数情况
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一

一

一一
一 一 一

一一
卷

五
、

算 例

我们用线性非协调三角形元
〔立 〕〔‘ 〕

做了一些数值计算
。

构成
,

尸 为
由分片常数函数构成 参见文 〔 〕中例

幻二 〔
,

〕 〔
,

〕

近似空 间 ’ 由 分 片线性函数
。

计算区域取

将 口 剖分成 。 个均匀三角形 单

元 图
,

。
。

问题的误差分析

考虑下列 方程边值间题 即

忽略非线性项

名 ,

圣十
、

戈 呈 窟
一 了蓄 在 。 中 ’

图 连 剖分 公二

, “ ,

十 下 一 二
,

,

在 口中

,

在 口 上
,

其弓,

, “ 一 全二 一 , 、 一 一 、圣一 二 , 二 一 二 一

二圣二 一 ’ 二 ,

一
、 , 二 , 一 , 一 。二

卜
二 一

我们定义相对误差
,

为

艺
五

’ 了

一

订
〔

, ·‘ 一“ ‘
’ ’

履
。 , 石““ ”

其中 ‘ 为 。灭。 问题的真解
, 。才是由数值计算得到的近似解

,

五。

是由所有 内边构成 的

集合

下表 列出 了不 同剖分数 下的相对误差
。

白 , , , , , , 州 ,

一一一
一

, ” , , 甲 , 一洲 , , , , 口 钾 归州 ,

一
一 ,

一
电 门 , , 户内 , 尸响明 , 时印 ” 一 一间 口 , 呀 , , 闯 时

‘

侧产 月宁 , 、 月 , , 尸 气 勺州 钊姗 甲 , 图

剖 分 数 连 泥弓火 又

差 , 。

洲 时
一

“ 流动计算
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一一一一一一一 自 , ‘叨旧 司 ‘明 目

一
困 闰 口 , 曰曰 卜 门 曰曰 ‘

一 侧

一
, , 州 , 电‘曰 户卜叫俘叼 , 理 网

考虑
,

一 方程
,

二
。

边界条件改为
。 。 。 ,

在边界 口 上

定义雷诺数
,

为

一 一
拼 七 口 公

”

其中

图

一 是参考
一

长度
。

和图 是取
。

时的速度流场
。

户 吞 舀 ‘ 破

“
欲 ‘ 理 叮

夕洲声
产

夕夕,叼

甲飞二毛
, , , 尸 ‘ , 声

⋯
, ,

一 ,产,只户岁韧勺乍份

沪 币

牙户广‘
廿

砂沙
甲‘沪产户厂尹了,够份

口 声
户 舀 户

户 户

护 护 卜

户

户 奋 护

夕 卜

,

二
,

拼一种
,

二

,

二一一 吮尸

确遨‘

户碑声声户,‘

口 伊 争

一 ,

扣 十 卜 户 月

创 甘 寸
, 奋 喃 寸 甲

口 呼

黔
尸产沪 ,

尹声 碑 够

, ,

井
,

二
目 ‘ ,

才 刁 魂 口东玉戈接
愁会鑫撼 夕 , 廿 寸

寸甲卜,户

一︸一
一

匀

口口圈脚归州乡衫翔呼蛇黑 , 多于吧

一一 , 曰 台 , 二业
夕

二‘ 气卜
‘

尸尸闷 洲 护 于于
,

井
,

三
·

一一 , , , ‘闷卜 , 。 , , , ‘ 月洲 ,

矛方

止于二于二 , 牛
‘

︸一
、 卜‘ , 一 冲 , 碑 甲

‘口 月户 , , 月 口 嘴 , 钾 奋 峭 。 示谬 户 卜 , 户

图
。 二 工。。 ,

。又 六分 图 灵
。 。
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。 人
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一 。

一

一
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