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中囚科学院力学研究所

提要 本文提世一个二维内波的渐近解法 对水平圆柱在无粘
、

稳定的密度连续分层流

休中任意倾角运动的问题
,

得到了伴随的色散关系式 结合倾角 一 。

圆柱垂直运动情

况
,

给 出了圆柱面上的边界条件和无穷远衰减条件 用渐近展开的方法求出内波的渐近解 对

内波传布的规律作 了讨论并与内波流场显示结果进行了比较
,

计算结果合理 运用本解法可

望在求解分层流体中圆柱任意方向运动的问题
,

其它形状物体分层绕流的内波问题
、

非定常色

散以及三维的内波问题中得到推广应用

关键词 密度分层流体
,

内波
,

渐近方法
,

色散关系
, ’

常相位线

引 言

在大气
、

海洋
、

地质
、

复合材料中
,

由于介质 或材料 在空间分布的不均匀性
,

存

在内波问题 尽管人们期望控制方程也有可分离变量形式的解
,

但作为波数分 量 的 函

数 —振幅是有奇性的
,

它们属于色散方程类型 由于数学上的困难
,

这类问题能够精确

求解的为数极少
,

行之有效的解法也不多见

关于 圆柱在密度分层流体中垂直运动
, , 用特殊函数方法得到了内

波波谱
,

但用这种方法解其它绕流问题的内波
,

显得十分麻烦 田 给 出了

圆柱以任意倾角运动时波峰
、

波谷的相位线
,

但没有最终给出内波解析表达式 本工作

考虑了圆柱以任意倾角在稳定的密度分层流体中运动问题的数学提法
,

通过 变

换
,

把解微分方程的问题化为解代数方程的问题
,

得到了伴随的色散关系式 此时再作
。盯 反变换求振幅

, , ,

通常是比较困难的 本工作通过另一条途径
,

结合倾

角
。

圆柱垂直运动情况
,

给出圆柱运动时的边界条件
,

用流动可视化的方法
,

获得

圆柱面 仁流线的清晰图形
,

这与理论曲线是十分吻合 再给 出无穷远的衰减条件
,

求得了

振幅表达式 对于任意倾角运动情况就不难通过坐标变换来得到 用 复变函数方法求解

了一重积分以后
,

进一步用 〔 , 、 〔‘ , 及 〔, 」

渐近展开方法中的鞍点法 或称常相位法 估计 了积分的主要贡献在零点和奇性最环的点

附近
,

最后给 出内波的渐近解析表达式
,

求出了内波的近似解

在儿种不同的圆柱直径
、

不同的运动速度和不 同的环境频率情况下对内波形状和传

播规律作了初步探讨并和实验 作了比较
,

计算结果合理 对所作的简化和近似可能导致

的误差作了估计和分析

本文于 年 月 日收到 , 年 月收到修改稿
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第 期 张蝶丽 圆柱运动的内波渐近解

二
、

控制方程和色散关系

建立一个固定的直角坐标系 口叉乞 和一个以 二
轴为水平

, 二 轴为铅垂并 且向上为正

的运动坐标系 口 。 在原点 水平地放置一个圆

柱
,

圆柱以常速度 沿着垂直于它母线的方向与

水平成 倾角随同 口 坐标系一起移动
,

如图

如果物体运动比较缓慢
,

在运动坐标系里流

动可以视为定常的 忽略粘性的影响
,

考虑圆柱

二维运动引起的扰动

令压力 一
、

十 。 ,

密度 一
, 自 ,

扰动

速度 “ 一
, 。 一 认

,

这里下标 “ ” 表

示静止介质中平衡状态的量
,

下标
“ ”表示扰动的

量 还利用密度沿着流体微团的路径是不变的假

设 烹
一 再考虑到 。 在 · 方向没有变化

,

一 一一 一 一 一 〕

。一 叫

一 七

价

图 坐标系示意图

在 二 方向其变化与重力相平衡
,

即 恤一
两

仑
控制方程写成

、,产、
,‘了‘、了、

, 一 。
钾 一 。

一鲍头

。

一 架
。。 ‘二

。

一 瓮
。 ‘ ·

。

对方程 一 线性化
,

利 用众所周知的 、、 注一

度变化的影响外
,

可把密度当常量 引进流函数 中
,

满足

近似 除了在重 力项中要计及密

口价 口必 、、 、 二 。

“ 一 万
, 岁 一 厂一 。

刁外 祠 刀 个
君 口

, 、 口
’

沙

口 呜

‘
必

口名 ”

砰 。 。 。。 。 一

旦竺
一

口 、口

十 沪
。 。 。 ‘

必 十 旦业
口二

‘

口“

, 了价
甘 田

、 一

—
万 一工‘

廿南 曰 、厂 二 二 ,俘 击
,、 不乍 白 朴 话 肃 二卜 仃拱拓 击 、 。 。 斤。 曰 。、 、 六

其中 。。

是 翻。 频率 也称自然频率或环境频率
,

端 一 一 导 竺弊 已知 。是随着高
孑 宕

度 三 线性减少的
,

矿 一 八 、

方程 斗 是非双曲型的
,

解的类型属色散波系
,

实际上色散波系是一个有奇性的简 谐

、系
·

假 、 有形如 。
⋯ 一 价。

、· , 、
,

、
活

二 、‘ 、
主· 左

· “友
之‘、

,

的解
,

、

币
,

习 的各阶异数代人 后
,

得到代数方程组 若令 必。 的 一 。 ”名 ,

只要
,

就有

友空 。 ,

友友
‘

友全友
,

左盛
, 。‘

十 七七 一 。后心一
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只要波数分量 交
、

友满足色散关系式

及 友 滋 。 ,

君友 七 友

那么

。 · , · 一 , ‘
,

‘ 二 “‘女· “ · , ,“ “‘

就是方程 的解 因此问题的解一定伴随着一个色散关系
,

而色散关系式确定了每个波

数的传布方向
,

波数向量的方向就是波阵面的法向

三
、

相

引进变换
,

尺
、

一 卫 沃
, 。 。 。 一 友 。 ,

口

位 线

一 卫
。

友
,

左 司 建立无量纲

坐标
,

型 一
, 二 一 鱼 。 令 友 左

,

友 左 , ,

取 左一 了蔑干展
,

且 左
,

利用色散关系 就有

“ 一 令
吕鱼

器且 ‘· ” 。 ,
,

“
一令

乡 十 。

乡
日

在解的表达式 中必须在常相位的点上取值
,

即 乞 乞。 小
,

币 土 、 、 上 二 、

士 , 、

⋯ ⋯
,

另一方面常相位的点必定异数为零
,

即 友

—
汤 若 ,

交

令 一 日
,

一 后
,

可得到

少 一 日 归 。 沪 。 ,

中 一 日 一 日 血 口 口 绒 , 日 。

这里波峰的相位是 巾取 土 二 、
士 , 、

士 ,

⋯
,

波谷的相位是 中取 士 , 、
士 , 、

士 、
、

当 。 。

时
,

则有
中 一

, 口 。 , ,

必 , 乡

图 给出圆柱垂直运动时内波的相位线 对任意选定的 。 ,

我们由 式很容易得到圆柱

以任意倾角 “ 运动时内波的相位线
,

从这些波峰
、

波谷的连线
,

可以领略到内波的图像

图 二 。 , 。“

内波的常相位线
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四
、

边界条件和振幅

这里由 反变换求振幅是比较困难的
,

本文通过另一条途径
,

借助于可视化

实验得到的圆柱面上零流线形状
,

它恰好用一个函数关系式表示
,

借助于找到的无穷远衰

减条件
,

建立积分形式平衡关系式
,

从而得到振幅
,

的表达式

在 坐标中 轴永远和圆柱的运动方向一致来考虑边界条件是方便的 问题的
解 可以写成

, ,

, 一
’ 二

,

“ 二 , 、 一 。 · 。 、、、刁。

这里无量纲 毋‘
,

, 一 , 一 ,

篡
, , ”, 一 ‘“

, “ ,

曝
·

·

我们首先考虑圆柱垂直运动这一基本情况
,

即 “ 一
“ 。

对任意倾角运动情况就不

难通过坐标变换得到

无穷 远 条 件 当 、
, ,

口 , 同 样
,

, 我 们 令
, “ , 一 量

· , “ ,
,

同理
,

卜受
·‘

,

,
·

其中 · 是待定常数
,

可

通过内波的理论计算和实验结果的比较来确定
,

表示有限程度的扰动影响 因

子 ‘ 刻画振幅的衰减速率 式可以写成
, 、

「胜 「 ‘ ,

李 入 , 乙 一 丁 厂 ’ , 口 却 日 口 日
,

月
一 ‘

物面条件 流动可视化得到的柱面上的流线形状可用如下函数关系来表达

。 二

,

川叮
召

因为当一
”

,

有 ”, 一 ‘ 当

一
有 一

含
当 一

,

有 其中 是相对水平方向在

圆 半径处零流线的垂直升高
,

见图 用分部积

分的方法很容易证明并且如〔 所指出

、、一了

了、

·

了
。·

‘一 ’一尺 ·‘

联系 式和 式
,

就有

。 二

一 厂

图 圆柱垂直运动时物面零流线 氛

一 尤 ‘尺

我们用文献 〔 线性化形式
,

有 了 一 “ ,

在点 一
,

一 处无量纲的速度分量

。 一 亘五鱼 一
。 ” 、 。。 一 。、 , 、二

“
牙 〔

当圆柱的半径相对于整个流场是比较小时
,
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箭
, ‘, · , 二 箭

毋 “二 ,
·

成立 特别地
,

会
, ‘, ”, 二

备
梦 “ , · ,

也成立 于是得到一个平衡方程式 又因为

, ,

“ 一 下一一 甲 又

二 名

再考虑到 式
,

就有

具 , , 。 二 一 。、 “ 毛一 。二 。 、 ‘、

名

弓

当 、 时
, ’

式中
, ,

趋向于
,

要 比李趋向 还要快 这时
,

浅

, 。,

一

一

二
。

备
‘ ’ ,

,二 “ ’‘
,

三 尺 , 。 尺 尺‘尺

其中 尸 尤 、 ,

叉 一 尸 尺
,

及 丝 刀 犬 , 尺 ,

同理 天 , 。 一 尤 ,

匹 刀 兀 ,

“
心 ‘ ,

就是
, ,

满足的色散关系
, 口 同理

蚤
, ”二卜 一‘

滁豁鲁
‘ ’ ,

“ , ⋯“ ·
,‘

·

对上式取实部后连同 式代人 式的两端
,

得
,

再考虑到相位关系式
,

进而有

, 日 一
‘ , 日

·

一
中 夕

· , 口一

五
、

渐 近 解

把振幅
,

表达式代人方程的解 式后
,

,
,

一
‘

万
口 一

·

口

口
甲

—
代

才口一

其中卜 黑
,

取正数
·

我们知道 式中积分的主要贡献来 自分母为零的点以及相位

是常数的点
,

利用复变函数的性质
,

借助于积分
一 孟

一 竺 这样

把二重积分 化成了一重积分
,

式写成
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第 期 张蝶丽 回柱运动的内波渐近解

, ,

。二 一 奥 、
二

州创墨
‘妙

。 ‘

黔 一
二 · 。

麟黔
当圆柱向上运动时

,

由图 相位线可知内波发生在
,

的区域以及
,

的区域内 由于对称性
,

只考虑
,

的区域就够了 如果圆柱以

任意倾角运动
,

情况则不然
,

要根据相位线的形状和位置再具体分析确定计算区域 当
。 。

情况

言一口甘一尹
滚一亡一月甘

弓工口一
耳一一, ,

一粤
’八 ’一‘

丝止竺
乙甲 沙 , 一

口 〕 飞

二 夕 升冬
乙

, 八
‘ 口

对于较大的
,

积分 式的渐近行为可由“常相位方法 ” 或叫“鞍点法与来刻画

令 一 。,

那么 。 一 了不二瓦 韶 一

了 一 尸
代人 式就有

『 ,

一
口

梦 ,

。

了 尸 」 ,

、
‘八 一万 二

一
、占 一 “ 气二二 一下二二二二二 , 矛

一 尸
“ 、 乙 斌 一 尸

斌 一 尸
‘

户

·

了 一 尸

再令

了 一 尸
,

则 式表示为

尸 二 八
, 、

、 气

一
二 二二 丁 犷 夕一 仍 、护

‘

犷 一 尸 乙

一 竺‘全

中

汉 ‘ , 。

这里积分变量 户的上限和下限记为 和
,

积分路径 的选择是这样来考虑的

的主要值集中在尽可能短的路径上 容易得到
‘

一 。,

仍 人 少 二 , 气万 弋 , 二 一
口

一 互手粤攀之麒旦、、 。

旅
产 口

沪

在奇点 附近
,

函数 尤 及 泰洛 展开
,

线性化的假设使得 只

要展开到常数项就足够了
,

对 , 只要展开到 的二次项就够了
‘‘一产

一了协 一丝一不
了 一 月

斗

一 对
,
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。 户 。
’‘

一 ,一

一此 、
一 气 二二二二二二二 二

,

十 两 ,
“了 一 瑞 艺

‘

一 八 ’

把
、

代人 式
,

则有

,
,

二 一 婴
。 、 ’ 。

荟。
, ·

。 , 一 、 、,

乙甲 ‘ 艺

现在我们考虑下面的积分 ’ , ,

, 一 ’

粤
二 , ,

。 , 一 、

】

由于
‘

刃
, 。 ,, 户 笋

,

故一定存在 一
,

点叫做奇点
,

也叫鞍点 分两种情

况定其符号
。‘’

八 情况
, 娜 ”

工 。

十
,

则在 附近有

‘ ’

一 ,

耐
’

情况
,

,’两 一
,

则在 八 附近有

专一
”‘ , 一 如 ,

’ ·

, 一 , 的复数表示为 。一 。 一 、, 一 。 、 ‘

补
,, 利用概率积分

,

式

‘ 一 ⋯专一
”
‘, 。

, , 一 。
·

⋯ ‘

母 一
。 ‘、,

厂厄五一
二 。 , , , ‘ 、

飞
巴 刃

叫

矛瓜丽 飞丁
· 仍 、 。 ,

利用积分 式
,

问题的解 写成渐近解析式

一 叮

, “ 丸

一之了丫
义

召几一,乙

一
孕 ,

“ 左, 。 户。 全

。 ,
一

竺 。
, 产

,

气 斗

线性化允许我们用复数的形式去运算
,

但是理解为需要时应取实部或虑部 取 式虚

部
,

有

一一一一忆一

‘产二、工一
、

一一
卜一沪护‘、、︸一日一一一一犷产厂,

‘, 举 “ ,

’“ 狱

口。

日。

丝鲁
【】 , 六

, 。 、 , 。

甲玉丁一 了 八 月 口 气
尹。

不 ” 两

习止丫
,
已。

丛丝鱼
日。 禁头鱼一 毕毛华、

矛 口
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第 期 张蝶丽 圆柱运动的内波渐近解

式就是内波的渐近解析表达式 其中利用了参数的关系式
,

九 一 一
,

了 二丽 一

六
、

结 果 讨 论

当 。 ” ,

圆柱垂直运动情况
,

向上运动速度
, 泛 盈汤 频率

劝。一 ”
·

‘ “
,

圆柱半径 ”一 ‘ ,

含半径处零流线的垂直升高 一
‘ 二 ,

相位差

△中 ,

常数 ‘ ,

由内波渐近解析表达式 给出的内波图形
,

见图

在计算时相位间隔 △价不宜取得过大
,

当 △价取为 时
,

内波波形线 出现折线

状
,

曲线不够光滑 当 △币取为 时
,

内波波形线比较光顺

从计算结果图 一图 我们可以看到
,

在密度连续分层情况下
,

内波受圆柱运动速

度
、

圆柱的直径 和 自然频率 。。影响 其中速度的改变对内波的影响最大
,

随着圆柱

运动速度增大
,

振幅明显增大 圆柱直径的变化对内波的影响为其次 密度梯度的改变对

内波影响较小

密度分层流体中由于浮力效应
,

密度 必定随着流体高度的增加而减少 考虑它

有指数衰减的特性
,

可借助于一个经验公式来表示 。一命 一
笋

·

这种指数型式可

级泰洛展开
,

写成 。 一 。

汀 一 叫劝十 鑫‘塑叮
·

⋯ 。 一 川 ‘ 密度分
一

’

一
’ 一 ’

一
’

一
’ 一 ’ 一

、 、 」
一 ’

一
’

一 一

一
布在实验上通常可以通过折射率转换仪来测定 如果盐水溶液的最大 高 度 乞
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