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层流射流流动的简化 一
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提要 本文 利用 一种简化 一
方 程 求解 已 知

一 ,

方程准确解的层射流流动
,

表明 多数
’ ‘ , 的解与 方程的准确解不一 致 少 数

’

川 的解与 方程的准确解一致 文中在射流的喉部和拐点位置
,

给出几种 解

与准确解的相对偏差
,

并把粘性及惯性诸项加以定量比较
,

强调指出 按照边界层理论〔‘ ” 量

级分析为 “
,

和
‘ ’

量级的惯性项以及
‘ 一 ,

量级的粘性项具有重要影响 据此从力

学角度论证了简化 方程时
,

保留全部惯性项和合理取舍粘性项的必要性

关键词 粘性流体力学
,

射流
, 一 ,

方程
,

边界层流动

近千
一

几年来人们提出了许多 卜 方程的简化理论
,

如见 〔一
,

提

出的简化
一

方程 可用于计算包括粘性流和无粘性流在内的 全 流

场
,

获得了与 方程解一致性很好的数值结果
,

因而 在流场的分析和数值计算

中得到了越来越广泛的应用 近年来人们开始重视研讨诸 之间的差异
,

如 见 曰一

方程准确解提供了检验诸 优劣的标准
,

也是最好的检验途径 本文通过

分析层射流 来检验诸
·

描述层射流的完全和简化
一

方程

对于轴对称射流 「 川
,

取球坐标系 , ,
日

, 甲 描述它
,

口 为射流对称轴
,

流动诸

变虽 与甲 无关
,

流速分量为 “ , 。 , 。 ,

无量纲形式的连续性方程和完全 方程为

生 立 ‘ “ 十 一 一 口
一 。 。 。 的 一 。

”
, 日 口

呈

十 少
。‘ 口 二 “ 二

一 一 一 — —一 一 —口口 口
。 ,洲

鱼 十 一上 旦
口 夕

材口一
“

八 口 夕

· 口

— 一 一 一 一 —日 ‘ 才 日

,

一生 里
。 ‘

口 ,

口
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一口口
﹄

口二 色 十 些 一 一 生岁口一
材

弓伽一朋一尸
十一
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其中 , ,

川
, “ , , 和 分别以

的连续性方程
,

惯性项与

分别为

、 “ , 和 。“篇无量纲化
, 。 为雷诺数

。 一 川业卫

拌

方程一致 诸 的粘性项
,

即 的右端项

粘性层方程 〔 和薄层一阶 一致
,

它们的右端项分别为
。 。 。 , 、 二 了 。 口“

、 , 上 口 气 了 , 一 — —
「 一

—— —
伙 含王月 口

—
百

墓
刁 口

。。 。 。 一 一 生 塑
口创

指方程的右端项

内外层匹配 一 , 和薄层二阶 一致
,

它们的右端项分别是
了

诫
,

一 亚 十 一 一 立 滋 巫、
口 口口

, 。 一 一 土 少 十 卜生 立 。丝、一二 丝 门
日 亡 沼 口 口口 口 口口 」

抛物化 方程 〔, , 和 一 薄层近似 , ,一致
,

它们的右端项分

别是
。 。 。 、 口 上 口 。 口“ 、

三 、 一 诬 。 、 ,

一 一 二丁一

—
—

几 一 —‘ 日 日

尺月 一 一 生 口
, 。 口。 ,

不丁不 尸了刃 瓦不 、 口 一

茹丁 一 芍一二又
八 亡 口 口口 口口 一

护丁

十
口孟一口︷

忽略粘性项中包含的对流向即对 的所有偏导数项的
,

其右端项是
, 一 一 互 二

一 一

上 立。 , 口

一 一 器
一 一

志 扁

,

器

晶
‘ “

器
及月 口 一 工 亚

土 业
乡 口日

叫

忽略粘性项中包含的对流向即对 的最高阶偏导数项的
,

其右端项是
,

一 李 十 李 兰 李 十 三一 立 、。巫、
亡 滋 口 近沼 日

器
一

粤
旦

十

刹子豁勺橇丽 备 耐劲

兰尸少加一尸
一

天 一 生

一 下华弧 十 奥娶
一 一 一 口口
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忽略粘性应力对流向即对 犷 偏导数项的 川 ,

其右端项为

〔 一 一 亚 十 土 鱼 如
“
上 立

, 。亚、
日 日

,石‘

日卜

日

“

护 召

口。 , 。

—
门

—
弓 口

—
,

“ 日 日 口

夕
口

口 口日

十 日

日

丽亚勿一一尸一

抛物化涡量 一流函数 方程 如 勺
,

是指忽略涡量方程中对 的粘性偏导数

项
,

而保持流函数方程不变
,

节省篇幅起见
,

这里不去推导它们
,

只在下节直接给出相应的

分析结果

层射流流动的诸简化 方程 解

对诸
,

由连续性方程 可知
,

流函数 沙均可假定为

沙 一 上

并有
‘

“ 一 一 —一
’ 日

一 三一

上一 ’的
,

尺 创

一
夕

一
口

日

完全

鲤洲鲤击

利用
,

并消去动量方程中的压力
,

诸

化为

方程以及边界层方程即 可

口
,

口 了 口 、
一 一

门

—
吸 夕

— 一口 口 白 志 副 、聋、飘 韵
‘ 十

器
十 场 ·

其中对内外层匹配
一 、

薄层二阶
、

忽略所有对 的粘性 导 数 项 的

以及完全 方程有 几 , 又,

一 又。 一 对 粘性层 方 程
、

薄 层 一 阶
、

抛物化 方程
、 一

薄层近似以及经典边 界 层 方 程 育

又 一 又
,

一 又。 一 叭对忽略对 的最高阶粘性导数项的 有 几一
, 又,

一 又。 一

对忽略粘性应力对 的偏导数项的 有 又 , 又
,

一
, 兄。 一 对抛物化涡

虽
一
流函数 方程有 又 又,

一 一
, 浇。 一 对方程

·

可求如下级数解

, 。卜 宝
。 。

二 ”丫
‘

斗

其中 。 。
斗 满足如下递推公式

口 ” 二二二

月 分 一 一 , 一
扭
七“

一 一
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, , 一 , 一 一 又 又, , 一 又。 卜一
。 一

· , 一 。 一 一 一 又 兄, 。一 ,

用 ‘ 巴 月 一

代 蕙 一 一
, 。 , , 。‘

六 蕙
, 。 一 一

‘ ,了一 弓

方程 的通解包含四个待定的积分常数 在流动对称轴处
,

即
、 ‘ 处

,

夕 一
,

故有 对 又 。 又, 几。 的情况
,

推得山 ,

一

育物理意义的解要求 ‘

当 ‘ 一 《
,

边界层近似成立
,

边界层解导出为

, 夕 一
一 夕

。 一 夕

吞 口
一

一 口

对 几 浇,

肠 的情况以及其它情况
,

可用 式进行计算

分析与讨论

由上节结果可知
,

诸多 中只有内外层匹配 一 ,

忽略对 的粘性偏

导数项的 和薄层二阶 的解与 方程的准确解一致 其它八种 的

解则与 方程的准确解不一致

下面先分析几种 解与准确解的差异
,

然后定量计算喉部和拐点处惯性和粘性

诸项的值
,

由此阐明正确处理惯性和粘性诸项对简化理论至关重要 喉部 口‘

即流管最

小截面处
,

由准确解 求得为

,

一 一
生

拐点指这样的点
,

通过该点的矢径为流线的法线
,

由式 和准确解
·

求得拐点位

置 为

“ 一 。 一‘ ‘ 一 丫
,

一

参数
· 的力学意义如下 作用在射流源处指向射流方向的射流驱动力参数 共与 ‘ 的关

歹

系为
, ,

‘ 。 , , ,

一 ‘ 龙

—
叶 一 任 一

一
】

“ 一 一 」

拌一
︸梦止仁中 值越大 或越小 射流驱动力参数越小 或越大

,

相应地雷诺数越小 或越
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大 粘性层方程等几种 的解在 ‘ 一 《 时为 乙
。

在喉部 氏
、 , 解

与准确解的相对偏差求得为

才吞 日,

一
,

口,

岛 一
‘ 十

又

在拐点 处
, , 解与准确解的相对偏差求得为

, 口 一 口

一一又产不一一 勺

、

巨且

弓

由准确解求得的喉部和拐点位置处惯性诸项和粘性诸项的值见表 和表
,

结论如 自

在喉部
,

和拐点 位置
,

主要粘性项与主要惯性项可相比较 惯性诸项的相对关

系复杂
,

即使对 ‘ 一 《 即边界层近似成立的情况
,

边界层理论判定的小量级项不见

得小
、

大量级项不见得大
,

参见表
,

因此对合理的 保留全部惯性项十分必要

粘性诸项的比较 见表 表明
,

多数简化 方程理论不能正确反映射流中粘性诸
‘ 人 胡 。 , 二 子 、 , 二 口“ 、二 ,

。
、 , , , , ‘ , , , 、 ,

, 、 。

项的合理量级关系
,

例如 分卜 器 被作为 。一

量级项略去了
,

其实在喉部和拐点处它
一

‘

一
“

’ 一 ’

一 ” 口
‘

一 ” “

一
一

”一只 一
‘ , 、 一

“ 、 曰 一 、 · 、 、 、

一

均可与边界层理论中的最大粘性项相比较
,

参看表
,

故在简化 方程时合理取舍粘性

表 射流喉部 口 和拐点 少 位里
、 一 。

方程中惯性诸项的绝对值

诸项以 , 军一 归一化 、
、 一 一

。。 。。 。。 呜 。。 。。

拐拐点 日
’’ ,, ‘ ‘‘ ’’ ·· ,, 。。

‘‘‘ 。 。 。 。 。

犷了了
。 。

力力参数 ,, 丫
。

父 蕊蕊 。

又 盆盆 。 。

又
。

口口‘‘ 喉部部
。

又 ‘‘ 亏 又
。

丫 丫
’

,, ‘
’

只 一 ,, 火 一 ,,

““ 活丁丁 拐点点

护护 口““ 喉部部
。

义 义 斗父 夕
。 。

又 火 一一

下下 万石 拐点点
。

只 又
。

义 ’’’’’’’’’ 。 一

火 一 ,,
。

火 ’’’’’’

拼拼拼 喉部部 火 ,, 丫 且且 又
。

丫 一

拐拐拐点点
。

父 厄厄 。

义 ‘‘ 。

义
。 一 。

丫 一‘‘

扩扩 喉部部 又
。

火 弓 火 ’’ 火
。 。

丫 一 。

丫 一一
一一 向

万万万 拐点点

护护 夕夕 喉部部 ,
。

火 一一

日日日 拐点点
。

又 父 弓义 一

罕罕罕 喉部部
。

义 火
。

又
。

丫 ‘
’

碍
。 。

王 一 ,, 。

一一

拐拐拐点点
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裹 射流喉部
,

和拐点 位
、

。拓 一 方程中粘性诸项的绝对值
诸项以 料 归一化

喉喉部
,, 碍 。。

拐拐点
,, ,, ‘‘ 尹尹 声声 ‘‘ ‘‘

,

喉部部 火 ,, 火 又 里里 又
。 ’

。。。
。 。

只 一

, , 拐点点

喉部部 , ,,

拐拐拐点点
。

又 多又
。

又 一 。

火 一一

,

喉部部 又 苦苦 丫 火 义
。 。

只 一

拐拐拐点点 又 又
。 。

王
。 。

只 一 。

丫 一一

,

喉部部 又 ‘‘ 义 ,, 只
。

只 丫 ,, 。

只 一

拐拐拐点点 火 义 丫 又
。 。 。

丫 一 ,,

矛 喉部部 火
。

今火 一 盖盖

一 , 拐点点 义
。 。

丫 一

喉部部 丫 ,, 。

又 火 火 亨
。

义 一一

拐拐拐点点
。

又
。 。

火 一 去去 。 。

丫 一‘‘

喉部部 火
。

丫
。

丫 义 又 一 ,,

拐拐拐点点 火
。 。 。

火 一一

喉部部 之 义 又 ,, 火
。

义
。 飞飞 火 、、 。

拐拐拐点点 火
。 。 。 。 。

丫 一 ,,

表中

, , , , 夕 , , , , 犷 竺「些
口 沼 ‘

‘

尸 口 ,

“ 口砂 护

, 万万丁 , 万
,

,

‘·“

豁 〕〔“‘ , ,

‘ , , 。· , ‘ , 。‘ , 刀 一 誊豁
,

镖
,

口橱
‘ 。

葡
,

, , 日 ,
互业

口日」

项十分重要 在处理惯性诸项
、

粘性诸项及其相互关系方面
,

内外层匹配

比较合理
。

〔
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