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提要 本文在文献 「
,

〔 的基础上对
,

型板进行分析
,

发现与经典板理论类似的

近似方程用于求解 型板的断裂问题是有效的
,

并用能量法解得受弯边裂纹和中心裂

纹板的应力强度因子
。

将结果与文献 」比较表明 , 用本文的近似方法求解应力强度因子方法

简便且精度较高

关键词 ” 型板
,

裂纹
,

应力强度因子

一
、

引 言

板的弯曲断裂问题很早就引起了人们的重视
,

早期许多著作所用的 平板理

论存在明显缺陷以 〔刀 为了正确地反映板的裂纹 尖端应力应变场
,

必须运用 理

论
,

但是
,

由于 理论中板有三个广义位移
,

和三个二阶偏微分方程
,

在裂纹板中

精确求解这组方程是很 困难的
,

年胡海昌 〔 将这组方程化简为非藕联的双调和方程

和亥姆霍兹方程
,

年柳春图等推广上述方程用于含裂纹板
,

得到了 型板裂

纹 尖端应力应变场的展开式‘,‘ ,

并结合有限元进行了计算〔 , ,

获得了含裂纹板的应力强

度因子

有限元是一种计算量很大的数值分析方法
,

对于大多数工程问题
,

有必要寻求一种计

算量小
,

精度高的方法来解决含裂纹板的问题
,

本文以此为 目的
,

寻求近似方程和解法
,

获

得了一个与经典板类似的 型板的近似方程
,

可 以用来求解 型板的

断裂问题
,

并求得了中心裂纹和边裂纹板在受弯矩作用下的应力强度因子 中心裂纹板

的结果与文献 相比
,

相差在 多 以内
,

对于边裂纹板的工作
,

目前 尚未见到文献报道

计算表明
,

本文提出的近似方程可以较好地描述 板的断裂问题

二
、

板理论的近似方程

由文献
,

知
,

如果令 板理论中的两个转角 甲二 , 甲 ,
为

口 口子
甲工

一 不尸 甲 胃一一 , 甲 , 一 二一 一 育、

本课题得到国家基金委的资助

本文于 年 魂 月 日收到第一次稿 , 于 年 月 日收到修改稿



力 学 学 年 第 加 期

则挠度可表示为

砂 一 , 侧 巾

‘

而平衡方程变为
‘

一

一 及 反 中

其 中 巾 的 是一个解析函数

由
,

式可见
,

的力学意义是考虑剪切变形的影响时对经典板理论的一个

修正
,

通常 比 和 小一个量级

在裂纹尖瑞可构造 式的通解

一 艺
‘ ‘

一 ” 飞 ‘ 戚 一 。

衬 又 日 几

式所对应的齐次方程的解可写为

。

万
‘ ‘日 ‘ 几口 及

, ·

孟

的一个特解为
。

、 一 少

这样就有
。 十

其中

。 ,‘ 习 夕一 , ‘ 一 ‘一 ‘ ·

几一 日 血 几一
式

以上各式中 又 士耐
, 。 , , ,

⋯
在 ‘ 很小时

,

‘ 友 及 孟 几

从而 对应力强度因子的影响由
,

决定
,

注意到在 稍大一些地方 友 增加

很快
,

成为一个很大的量
,

由于 比 小一个量级
,

从而
,

与 中的系数
, , ,

等要小得多 这启发我们在具体计算分析中可 以考虑略去与 有关的项 在式

中解析函数 中的有关项可被双调和函数 包含 这样在求解
、

型应力强度因子时可

以认为 一
, 少 ,

将方程简化为 〔

口
甲 下二一 , 甲 , 斌了

劣

一 竺
‘

甲

这方程与经典板方程相似
,

相当于经典板中的
,

从而边界条件的提法也一样
,

在

自由边
,

应提联合剪力边条件
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口
, ,

历
十 , 二

与经典板理论不同
,

这方程考虑了剪切变形
,

在剪切刚度 趋于无穷大时
,

这套方程

蜕化为经典板方程

三
、

能 量 法 求 解

本文计算了中心裂纹和边裂纹板在弯矩作用下的解
。

如图 和图
。

了公结

经
矛 一 一一刊

图

甲甲

卜

—
一一一月

取试函数 为如下形式

艺 王 ‘ 。 一 一 日

, 艺 几 孟一 ‘ 又 一 口

这是根据 匀式来设置的
,

由这个试函数可导出位移和内力表达式

、 一 又
, ‘ 一 旦 、 ‘一 、 。。 、一 。

万一

, 孟一 、 一 。

」
甲 ,

一 艺 ‘ 十 ‘ ‘ 、一 材 。

甲。 一 一习 一
‘

血 一 十 十 衬‘

血 扭 ,

,

一 一 习 、, 十 一 ‘一‘ 、一 ” ‘

一 习 一 , ‘一‘

材 。 。

“ 。 一 习 一 一 一 ‘ 卜
,

, ‘

一
尺
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习 一 , 、 ‘ ‘ 一 、 材‘

‘ 一 ,

见 ‘ 又一 ‘一 ‘ ‘ 一 日

一 ,

艺 ‘ ‘ 十 ‘一‘ , , ‘ “材‘

口
,

一 一 艺 ‘ ‘ 一 , ‘一 , ‘ 一 犬‘

。 一 习 一 ‘一 , 、一 。尺

由于 式逐项满足 式 一 。 ,

所以 逐项满足 板的平

衡方程

由 式可以看出
,

为了保证弯矩与扭矩在裂纹尖端的奇异性为 , 一意,

当

冬
一

时 一 一 。,

从 式又进一步可知
,

为使剪力在裂纹尖端的奇异性
一 ’

一 一 一 ’ 一 ‘

一 一 ‘ “

“ 一一
一 产

一 ’ ‘ ’

一
” 一 ”一

为 厂责
,

凡 一 。

这样为了保证弯矩
,

扭矩
,

剪力都有正确的奇异性
,

可取
,

番
, ,

普,

⋯和 去,

,

咨
, , ,

⋯为未知数
,

将它们组成未知数列阵

夕 〔
, ,

备
, , 圣,

⋯
, 。十丢

丢
, , ,

备
, ,

⋯
二 了

由于式 逐项满足平衡方程
,

应用格林公式可得板势能表项式可如下计

算
兀 一 合

‘

。
。

、 一 、
,

, 。

一 、
。 , 甲

,

‘,

一
‘

。
。

一 “
, 甲 。

一 。
, , , , 碑

从而使势能表达式中不出现面积分
,

在计算中提高了精度而且节省了计算量
。

将公式 代人 式得

二 一 粤 夕 、 月 一 月 了 尸

为刚度矩阵
,

为荷载列阵 对 时变分得到关于 月 的方程
。

〔犬 吞 一 尽

考虑到裂纹面上有边界条件

口 ,
口

,

口
。

为了提高计算精度
,

用配点法
,

在裂纹面上取一些点
,

由式
, ,

可得

〔 口 一

联立
,

式
,

用最小二乘法求解可得 伊 从式 可得应力强度因

子
。
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四
、

算 例

作为前几节分析的验证
,

本文计算了中心裂纹和边裂纹板的应力强度因子

算例 中心裂纹板
,

四边受均布弯矩作用 如图 计算中设弹性模量 义

‘ 泊松比

在计算中考虑到对称性
,

取四分之一板计算
,

在 。时有对称条件
, ,

不能被
,

式 自动满足
,

在计算中采用力法处理
,

在对称面上设定弯矩分布
。 ,

将其与

对称面上的位移所做的功计人能量 其 中
。

是按静力平衡条件设定
,

, ,

「了 一 、, 二
。 一

—亡 」

本文计算中只取 这一项
,

精度已达到要求
,

估计取更多的项
,

计算精度会进一步提

高

表 和 给出了不同厚度和宽度中心裂纹板的结果
,

从中可 见
,

尽管对称面上的

弯矩分布 只取一项
,

其结果与精确的解比较相差不大
,

实际上在
。

中取不同的
,

对强

度因子影响不大 表
,

给出的
、

数值是单位弯矩 一 下的数值

表 四边自由的不同厚度中心裂纹板应力强度因子
。 , “

再 。 , 本文 文献 〔 〕

。
·

,
· ·

, ”

单位为
,

表 四边 自由的不同宽度中心裂纹板强度因子

曰口 曰 州门 曰

—
一一一一兰丝竺竺兰一一

—
“‘“

卜一一一一尘竺型二二一一

—
一

—
一竺二兰一

—

—
—

圣一 一 —
冬砰 一 二 要一一 卜一卫些二一

一一兰二
一一

一

一 一 兰兰 一一 一一一三兰些生一 卜一一了二竺
一

一一
一

卜一二里一

蒸
二二⋯

一擎井⋯

⋯
二三共典⋯

⋯
三兰兰⋯

⋯
二兰匕

一
一

算例 边裂纹板
,

对边受单位均布弯矩作用 一
,

如图

在计算中考虑对称性
,

取二分之一板计算为此
,

以下表中所列的势能是二分之一板所

含有的 计算中设 护 泊松比 ,

从表 可 以看出
,

在计算
,

时
,

的影响很小
,

不计 仅导致 界 的误差
,

对势能

影响更小
,

表中几乎看不出差别 这说明本文第二节的分析是正确的
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表 产 的影响
一 才

展展开式阶数 。。 ‘ 一 。
·

,

计计计 ‘ 不计 计 不计

打打 二
。

斗
。 。

火 一 一
。

一
。

一
。

雌雌 尺
。 。 。

对对对 一 , 一
。 。

一
。

一
。

月月 。 。 。 。

城城城又 一 一“
·

,““ 一
。

一 ,
·

。‘ 一
。

乙 , 二 ,

表 展示了仅考虑 时
,

应力强度因子随 式项数的收敛性
,

表明展开式

收敛性良好
,

当 。 一 时
,

就能得到较好的结果
,

这表明
,

仅考虑 的展开式 听导出

的位移
,

内力场能很好地描述板的裂纹尖端的位移
、

应力场
,

这再次表明 可 以忽略

表 , 给出了不同宽度边裂纹板的应力强度因子 板越窄因力强度因子越大

展开式的收敛性

长度单位 刃

表

兀 了
,

功

阶数 ”

“ 一 ‘, 一 ” 一 一 ‘

】
“ 一 ‘

·

, , 月 一 ” 一 一 ’

二 一 ‘ 帐 。一 心

一
——

一
七

一
‘

一
一 一一一 一一 ,

。

。

。

。

。

。

。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一

。

。

。

多

。

。

。

。

一
。

一

一

一
。

。

一
。

一
。

一
。

。

表 四边 自由的不同宽度边裂纹板应力强度因子

‘ 二二二
,

一一一一一下石 —
一 一 一一 一 而

一

。

—
一石

一

——
一

一 一 一 , 一
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表 四边 自由的不同厚度边裂纹板应力强度因子

口 ‘
尺 , , 介

计算中
,

由于采用本文第三节的方法
,

计算量小
,

在 万次 秒的机器上解一个题仅

需 “ 秒

五
、

结 论

从本文的分析可以看出在 板的断裂问题中可以采用近 似方 程

这组方程与经典板方程相似 本文的计算结果和分析比较表明略去 对应力强

度因子
,

及 , 影响不大

应用能量法求解板断裂问题
,

计算量小
,

并有足够的精度 的结果随 展开式

项数收敛校好

本文给出了某些宽度
,

厚度边裂纹板在弯矩作用下的应力强度因子
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