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年 月 日收到

摘 要

本文用 提出的方法
,

在半物理平面内重新表述了 波的数学模型和边界条

件
,

提出了两种更有效的数值计算方法来获得 波高阶谐波系数
,

并可递推至无穷 通过小

参数转换
,

重新得到了 的波速和半波高的摄动展开式

一
、

引 言

自从十九世纪 对水波问题做了开创性的工作以来
,

人们一直沿用他的方法

来进行研究 近二十多年来
,

计算机的发展使人们有可能对高阶 波进行求解
,

以便更

好地了解 波在波陡趋于极限时的非线性性质 〔‘ ’ 于一九七四年
,

用小参数

摄动展开的方法
,

借助于现代的计算机
,

成功地给出了 波 的高阶级数解 〔“ ’ 随后
,

采用另一新的小参数
,

计算了波速
、

动量和能量等物理量‘“ ’ 他们的工 作 使

我们对大波陡时 波的非线性性态有了新的认识 的方法虽然在水波的许多问题

中得到了广泛的应用
,

但却受到了无旋运动与二维平面问题的限制
,

且 自由面是以 隐函形式

给出的
,

这给波面方程的计算带来许多不便 另外
,

对于不同阶的摄动展开系数需要从零阶

重新计算
,

使数值求解时不必要地做了许多重复性工作 本文根 据 提出

的一种新方法
‘ ’,

采用
,

妇 半物理平面表述
,

重新给出了控制方程与边 界条 件 在假定

了解的合适形式后
,

使 各阶摄动解的系数可用递推公式直接计算
,

避免了大量的 重 复 性 运

算 该方法的 另一显著优点是不受流体无旋与二维平面问题的限制
,

可推广到有旋和三维运

动的物理问题中去
,

并且可以容易地 引入表面张力作用 ‘ ’ 这些内容超出了本文所涉及的范

围 故不再赘述
,

感兴趣的读者可参阅有关文献

在他的计算中采用了 软件系统 一种符号解析运算程序 —
毗 进行计算

,

得到了波面和波速的解 但由于计算机容量的限制
,

只计算到十

一阶
。

最近
,

他们导出了递推公式的显式表达式
,

多重求和次序的改变使公式极其复杂与冗

长 本文作者认为
,

利用计算机的逻辑功能
,

不必导出显式即可进行递推
,

使表达式大为简

化 而且也不一定依赖 吐 来得到系数的有理式 我们根据国内计算机

软件的发展状况
,

给出了系数的迭加递推公式和 盯 级数两种计算方法
,

在普通计算机

本文系国家自然科学基金资助课题
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上进行计算并给出了更高阶的波形和波速的摄动解 然后
,

通过小参数转换
,

重 新 得 到 了

的结果
,

从而说明了本方法的正确性与有效性

二
、

基 本 方 程 和 解

考察自由面上无旋
、

无粘和不可压缩的有限振幅深水重力波
,

其相速度为 。 这一古典

的流体力学问题可以通过选取一个以速度 随波浪一起运动的坐标系而化为在该参考系中求

定常解的问题 选择二为直角坐标系的水平方向
,

, 为垂直向上
,

则控制方程为

· 。, ·
, 一

‘

。
·

。‘ 。
·

一 一夕

其中 是流体密度 是压力 是重力加速度 “和 分别是流体质点在水平和铅垂方向的速

度分量 下标表示相应的偏导数

引入流函数功
,

功有
“ 朽 一势

将 代入
,

和 “ 边界条件
,

并注意到运动无旋的假设
,

我们有

劝 劝 ,“

此 树 卯二
,

吵二

其中 是 常数 沪 是流动的自由面边界

根据文献 〔 」和 〔 〕
,

当流线 劝等于常数没有垂向切线时
,

可设

夕 夕
,

劝

即把 和 劝看作是自变量
,

而把其它物理量看作是二和 叻的 函数 将 代入方程 和

并取特征长度 二几 二和特征速度 。对方程进行无量纲化
,

得

‘如
,

一 , 夕 , , , 二夕 , , 二

一

言 十溅 勿二 沪

夕 沪”一

其中含 ’‘“一 斌 即
·
。是以斌 为特征速度时的无量纲速度 式 是无量纲化的底面边

界条件 式中的 , 及各项偏导是新的无量纲量
。

为了求解方程 和
,

我们选取 。 为一能够表征不同波浪物理特征的无量纲小参

数
,

并假设问题的解具有如下摄动级数的形式

, 沪 兄
‘夕“ , 二 ,

功

将 代入方程 和 可得到描述摄动展开中各 阶波的 方程

其中

劣 琳常二 一 山
, ,

⋯

一 一 舌一

“ ,

乙 夕二梦
“ , 。争

’一‘犷
“ , 妄

七 ’

乙 乙 。生梦
专 ’, 备

介一 ” 了 ,

希一 夕 滚
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一 。备
无一 ”。片

七 ’夕护’ , 备乍
无 。冬

一 ‘’夕生, ’

和相应的边界条件

,

二
「

乙 ”妄
, ’”二

‘一 ‘ ’
·

乙 。备
, ’, 争

今一 ‘
·

乙 占‘’。“ 一 ‘一 ”

台 。 一
’

”
了,

一 “ 一 “ ’ 夕争
‘’夕扩

一 ‘ ,

二

其中占“ ’和 “ ’分别是 和 的第 阶摄动展开系数
,

即

占 占“ , 。“ ,

设 阶波的 方程 的解具有如下形式

, ‘’

习 沪 乙 公
”

它显然满足无穷水深处的边界条件 和波浪运动所具有的水平方向的周期性条件 式中

的 擞
。

为待定的无量纲系数 将 代入方程 “ ,

令各”次谐波的系数相等
,

即可进

一步确定 擞
。 ,

并通过选取小参数 ‘ 最后求得 擞
。 ,

占“ ’和 ‘’·

三
、

两种新的数值计算方法及结果

方程 按 式展开后给出繁长的数学表达式
,

给 直 接 计 算 带 来 许 多 困 难

用先进的 软件进行计算
,

得到了用有理分数表示的级数解 但

由于计算机容量的限制
,

只给出了十一阶的结果
,

这对于研究非线性 波 在 趋于极限

波陡时的性态和分析 级 数 本身的收敛性是远远不够的 基于这一考虑
,

本文重新分

析了控制方程和边界条件
,

给出了两种新的数值计算方法
,

使问题的解可以算到很高的阶数

方法一 。盯 级数法

将 式代入方程 有

乙 乙 。‘一 ‘

毒吞 。劝 二

叮一

名一 王一 扮 舌

乙 习 劝〕
·

‘
,

掩
, ,

女一 杭 一 一

王一 七一 沼一 告 七一 了

乙 乙 乙 乙 〔。 势〕
·

万
,

寿
, , ,

介· 夕 价 一 · 护一

二
, ,

⋯
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其中

刀乙

“
,

阴
, ·’一

·

层
阴 ”月 ,

’‘ ”

乙
, 刀二令盖

介

。二

公耳
·

层
一“盆、

’

一 层
· ““一

寿
, , 阴 , ,

刃弓

署
·“

卜 介 、

爪 , ” 一 属
“““孟

‘’ ”

乙 舌一 孟

夕 , 介

。二

刀

、
、产

护

义”

仍

三
·“ 才 ‘ 军

。

子“‘ 。二

鑫
”“

扮 一

, , ”

价 、

二一又乙 淤嵘岁
““ ”

妈
几 一

‘ ·

乙 乡士” ”“

月

并规定 当 或 《 时
, , , ,

当川 或 或 《 时
, , , ,

对 式中右边项的 习 求和作适当换序
,

, ￡,

二

并令等式 两 边 劝 的同次幂的系数相等

有
一 工

,二
,

乙 。 一 乡拿 ‘ “ , 口 ’‘ 二
,

其中

二 、 , , 二 , 一

艺 乙
, ,

一 一
,

、 寿 一
一 乙一 舌一

十

舌一

又
,

七 一 一 不

, 七上 性二三‘ 巴兰
左

,

“一‘一
,

‘ ’ 岛扮
,

蕊
十

王一 一 台

乙
, , ,

一 一
,

一公
,

。 吞 一 一

卜 卜 一 一 七

一 一

‘ 七一 一 一 乙

‘
, ,

‘
,

‘一“一
,

。 “ 一‘一‘一
,

‘

〕

, 一 专一 一

〔葺
,

秃
, ,

一 一
,

一
,

一坷乙
十
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波高阶谐波系数递推的数值计算

‘ 一 夕一

“
,

“
,

,
,

一
,

一‘
,

‘

〕日一 口 一 夕

本文中我们约定当 或 时
,

乙 二

将 式的左边项看作是右边项 “ , “ ’ 劝的 级数展开
,

则根 据 级 数

理论有
, 、

了生云
一

补 一不
一二 ,

一 ,

一
一 汀

忍, 。 劣 。

, ,

⋯
, ⋯

,

儿 二
, ,

⋯
,

一

哪一川
, 工

,
,

和 ” 式给出了所有 毒称 》。 》 的显式算式

同理将
,

和 代入边界条件 中
,

有

“ ’一 乙“ 一 ” 乙 阴一 备毛 。“ “ ’

其中

乙
十

甸乙洲‘ , 乡
。 。 。 卜

一 杏
。备。 卜一

一 乙 月是份
, , ”

一 “ 一 “ ’

乙夕护
’

导
介一 ” ’

‘“ ’“ ‘一 ’一 ’

〕
舌一一。,月

层
。‘

” ’““
‘ 一 ” ’

式 给出

川 几
·

二

占‘卜

一
‘ 劣 口对 ,

泞︸

一汀

, ,

⋯ , 口
, ,

⋯
,

忍 劣 而
, ,

⋯
留﹄一汀

「‘ 。
, , 、 , 、 , , , 。 。

一万 。乙
‘ ”“ ’ , “ 乙 , , ’ ‘ ’

少

可以 看出
,

”式中只含有 界 》 , 的低阶系徽 而 ” ” 式中则含有 界 》 》
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的 同阶项和 月岛扎
, “ ,及尔 , ,的低阶项

·

因此
,

只要按一定的顺序进 行 计 算
,

式 “ ,

和
, , “ 可给出问题的解

·

另外
,

系散 琳为任意常数
,

通过 对 摄

动展开参数 。 的选择可赋予 为特定值

方法二 迭加递推法

完整的递推公式可通过多重求和的换序而得到
,

但形式将是极其复 杂 与 冗 长 我们认

为
,

将方程 与边界条件按各次谐波的对应关系进行分解
,

进而给出多种形式的递推公式
,

然

后再迭加求和
,

同样可得到问题的解
。

推导过程如下

将
,

和 代入方程 和边界条件 中并整理得至

控制方程

乙 乙 几 一 。 互认 只势
·

。二 “ ’ “ ’

人一 声 一

, ,

⋯

乙一 止一 合 考

其中 “

乙 乙 〔 冲
· ,

秃
, ,

含一 价 一 一

忍一 七一 王一 含 了 含一 了

“ ,

乙 乙 乙 乙 乙 〔 夕 沪」
· , , , , ,

夕

台一 一 拼 一 一 , 一

式中 和 分别定义为

,

左
,

阴
,

兄 艺 盆犷 县
、 ·

。 ‘ 一‘

介 一 考一

” 召 一 」

协 ,

万
, , , , ,

乙 乙 乙 礁才 玛 玛髯”

二 ‘

一 么
·

”一

‘ 协 一
·

” 一

习 优
·

一 一 戈

一
·

” 」

边界条件

乙 ‘一 几 男 之二二 “ ’

兄 久一 又价 。二

几一 产 一

丝
。

上 竺 ‘一 “ ‘

乙 ” “ 一 “ ’

乙 乙 拭认 , 一占‘介 ’
乙 乙 盆夕

’

介 一 一

价 一 ”一 价 一 ”

, 一 寿 “一 ’ 一 ‘ 一 。
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名一 舌

其中 , 二 乙 乙
, ,

。
,

仍

孟一 一

左 乙
一

一 了

一 一

,
‘

舀‘ 阴
,

几
, 。 ,

七一

乙 乙 乙
二 爪 二 习 一

舌一 专一

乞 艺

力 忿
, ,

脚
, 。

半 ‘ , , , ,以艺川
‘ 饥 ,

今一 七一 才 一 舌一 忍一 七 尹

。

艺 乙
夕 饥 牙 异

“‘”

考
“ 石‘’

,

“
,

阴
, “ ,

’
, “ ’

至 式中的刀‘由下式给出

翻留 ,

二 乙 乙 月粼
月 一 弓

, 、。

〔誉音一 一

遗
·‘

〕
。。 ‘一‘, 义

省复一
十 厂

·‘

〕一
, ‘

刀弓

乙 乙 粼 乌、“
一 ” 〔 卜‘ ‘ ” 亡 ‘

弓一

”忿 合

乙 乙 娜
。

二犷” 一才‘ ‘ ‘ 〕
”一 心一

”吕 奋 尹

‘

乙 乙 乙 补 二犷
‘ , 万” 卜‘

”一 一 一

一 一 一 劣 儿 义 」

协

刀。

乙 兄 习 舔 二犷” 吞‘
“一 ” 〔 一才 『

份 一 ‘一 一

一 一 一 」

不难看出 式中等式两边各项都以 们
·

脚的形式出现
,

且有 刀
,

注意
,

当“ 口时
,

等式两边的对应项 自动消失
,

这意味着系数 二称不能由控制 方 程 ” ”

求出
,

而必须求助于边界条件 根据等式两边各次谐波的波幅对应关系
,

将 和

分解
,

并将等式左边 路的下标 与刀按对应关系改成用右边项的下标表示
,

有

扭︸硬、一
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控制方程

二 一 孟

司 玛卜
一 ,

”

一 一 “ 川 孟川
, ,

盆孟一
” 一

一 ” “ 川 孟川
,

二
,

了
, ,

⋯

器
, ,

一

。

摆探笃
、 ,

粼
,

、泛劣课翔
“

粼
“岁王

饥 , ” ‘

、、产
夕

口

尧
, ,

⋯
,

一 , , , ,

一 , , ,

⋯
,

, ,

⋯
,

二
, ,

⋯
,

阴 习 ”一

名

价 , ” 一 ‘ 口

孟少

仍 吕 , , ” 一

忍

仍 , ,

一卜口

盆幸
, , , 。 二

么 协 一 之

“一 一 “

纱一 一阴 口

仇 一 一 “

阴 阴
“一 一 一 “

一
“一

壳
, , ,

二 ,

一
, ,

⋯

嵘声
’成 玛髯”

嵘才
’

川夕玛髯”

盆梦
’

式犷玛髯”

月盟才
’

式犷心髯”

,

壳一 阴
, ,

⋯
,

一吞

,一
‘

左几

,工二

工注二

,土力气

了皿百、夕、、火

, ,

⋯
, , ,

⋯
,

一
, ,

⋯
,

阴

二
, ,

⋯
, , ,

⋯
,

脚 ” 口

边界条件

二 二 ‘ 二

二 ‘名’”占‘” 孟一 ‘ ,

卜月轰卜
。’

占 , 兀“ ,月

“粼一“
粉城飘量一

一

叫
二

, , ‘ ’

‘”乙 盆犷
’一 ‘一 ‘ ’

乙 琳
仍 一 一

一乙刊
一一

一“ ‘乍
, , 。一 。 ‘“ ,

〕
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奴 波高阶谐波东数递推的数值计算 弓 ‘

劣
, “ ,‘“

〕川叭扔

·

乙一“‘一 ‘ 一
石

’一 ‘

落一

一 乙 小“一 ‘ ’

言一 七

刀 一
户

一沉 , 二

其中 “ ’ 寿定义为

“ ’ 二 ‘’ 一 呈
‘’ “ 一 恋 ’ 二‘’

一 二‘’ 一 盖
‘’ 二

,

式中的 乡
‘’ 寿

, , , , ,

为 中 , 的第 次谐波波幅

对角线上的系数 月琳为

路 一 拄 撰
, 。

左
, ,

⋯
,

一 , , ,

⋯
,

“

掩
,

林
卜 一

称一
对 ‘

一 仍 , ” “
,

一

壳

, ,

⋯
,

切

寿二
, ,

⋯
,

路
‘

”一
刃 忿冶
一协 , ”

阴
, ,

⋯
,

一

一

” , ,

⋯
,

川

省 会一 一
二

一

工二 万二刀

钊补
十 ”‘

月界 川
‘ ’

一 竹一 粼 玛 、介 ’

卜一一
川卜耐

了,了

、

二
, ,

⋯
,

一

, ,

⋯
,

拼
, ,

⋯
, ‘

, ,

⋯
,

‘
, , ”

‘ ,

‘一 寿’

川丫
一

。 一 ‘

占 , 阴

。一 一
刀 七 刀
一价 , ” 一

一 一 了、

, ‘

六
‘, 。 。“ 石

架
丁“粼 乙一 贻一

, ‘

,

,

,

一 夕
,

,

一 掩一 , 牡

⋯ 一 一 明
,

一
,

气 、

, ,

⋯
,

川 , , , , , ” , ,

且 孟
一 。

” 一 心
月减

。 七一

‘

七
” ‘ , ” ‘

月拼
。 月 〔含一

‘ , 正

、、
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寿
,

,

,

二 ,

一

⋯
,

儿一了

, ⋯
,

一
, ,

⋯
,

” , ,

⋯
, , ,

⋯
,

。

乙
”一 ‘ 叮 ,

一‘ 心
一 一 琳 玛卜”玛戈”

叼叼鱿
‘一 。 , , 二 卜 。

一 一 一
刀 丁 刀 ‘ 介 ,

一
, ‘

一 , ,

一

月 絮
一 ‘一 ,

卜卜 ,

一 一 一
岛 ” 七

六
。 。, 。 。

协

一 一 一 拚
。 七厂 刀 卜

一 , ‘

一凡叮

, ,

⋯
,

一
, ,

⋯
,

一气

, ⋯
,

一
, ,

⋯
,

了
, ,

⋯
, ,

⋯
, , ,

⋯
,

“
, ,

⋯
,

占。,

鱿
一 ‘ , 一,

一
‘ , 一

一 一
刀
一饥 , ”

今一

, ‘
刀“ 丁专一 ,

一
,

,

忍
” 才一 。

刃 沼一 尸

一 一 舔 式 ”成
七一 ”

占。, ,

叹
一 卜 · ,

” 一 卜 一 一 一
刀 刀 七 ‘乙丁七一 ,

一爪 , ” 一
‘

一 ,

‘
‘ ” ‘

,

一
县亡

‘
岛

七一 ”

, ,

一 , ,

⋯
,

益一

￡ ,

⋯
,

一

⋯
,

寿一九
,

一几一
, ,

⋯
,

一几一

, ,

⋯
, , 二

, ,

⋯
, 多 , ,

⋯
,

在 式中
,

下标
,

一
,

一
,

一
,

卜 一 和

均大于
·

对于给定的
, ,

角
,

路可能 出现在 ” 一 的各式中
,

在同一 式

中也可能出现若干次
。

计算时应将给定 后的所有可能的情况进行迭加求和
,

其 结 果 给 出

心协 此项工作将由计算机自动完成 类似方法 一
,

件的选取可使摄动展开系数。具有特

定的物理意义

计算结果

为了比较
,

我们选取“为自由面方程 中富氏展开的第一个系数 。‘ ,

即选取月办为

二
,

只 , 一
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忿

卜
‘’二 一 乙 红圣认飞

并用方法一和方法二分别进行了计算
。

同样
,

我们可赋予 。其它物理意义
,

如 。二
,

为半波高
,

相应地 琳也随之改变
·

限于篇幅
,

表 至 只给出了方法二的结果
,

计算时间约为 分钟 实际上可算到几十

阶至上百阶而不存在计算机容量的限制问题 从前十一阶的结果来看
,

与 的计

算是完全一致的 值得一提的是方法二的结果中
,

除了计算机的截断误差外
,

不存在数值计

算的任何近似问题 另外
,

我们用 积 分 公 式对方法一进行了计算
,

得到了五位有

效数字的计算结果
,

并与方法二的结果的前五位数完全一致 更多位的有效数字可通过提高

积分精度而获得
,

但计算时间也会相应地增加
。

常数 和色散点关系式 分别为

一 一

一 , 一 。, 么一 。 ,

一 。 一 一 一

一 一 , 名一

四
、

应 用 与 讨 论

用一新的摄动小参数 〔“ ’

矛一 一 “妙

计算了 波的相速度
,

半波高和波面方程等物理量 〔“ ’ 上式中 为相速度 , 。

和 ‘

分别

为在以速度 随波浪一起运动的坐标系里波峰和波谷上的流体质点速度 给 出的结

果是
一 一

一 一

刀 一
一

刀
一
刀

一

刀
一

刁

一 一 刀 一
一

刁

将 。 用新的参数刀表示可 以十分简单地重新得到 和 式
,

其过程如下

在
,

妇半物理平面上
,

流体质点的速度平方为

么一

灸
“ 。

·

,

于是波峰和波谷的速度平方分别为

云 夕

,
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将 和 代入 并考虑到夕 , 的形式由 和 式给出
,

有

鑫糯
丝

一

“
‘一“ ⋯

‘ 一 ”

其中

乙 兄刀
一 ,

·

丫。

,

刀和协定义为

内一 艺
仍 一

兄 玛戳
。

卜 一

月 一

, ,

⋯

几 兄 戳
。

一 ”

乙 川 乙 一 “

盆
。

饥 生 介 一

设 。二 刀 刀 ⋯二 乙
十

将 代入 并令刀“‘的系数为零即可 解出 见表

上节的计算结果给出的无量纲速度
一 ‘ 多和半波高 为

乙
一 ‘ 。么 ⋯

二 。 。。 ⋯

将 代入 和 式便重新得到 的结果 和

对 式进行反演有

刁 一 。

再对上式作 。近似 ’

〔
,

刀
一 一 一

一 十

可以看出 的零点
。 与半波高的最大值

二 二 非常接近
。

根据 己近

似理论可以预料
。

将随着 式中更高阶项的 出现而趋于
。二 ,

它说 明相速度 及 其 它物

理量在大波陡时收敛性不好的原因是 由于在
。二

处存在着一个平方根奇点的缘 故 , 这一

定性的分析 与 乙 的结论是一 致的 所以
,

适 当选择小参数 己 可 以 使级数的 收

敛性有所改善
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表 戳 表

、、

一一而 一

一
”表一表 珠 缪

一

一 一

一 一
。

表 欲

,

一 一 。‘

”、之一

一
。

讼讼“

⋯ 几
一

表 了 珠

一兰一 一乡一 ‘
一 ‘‘

一 咬 了 了

了 主

一一一 嘿翼一登器一 ⋯一偿分一黑 一赢丽一一

表 称
、 ” ‘ ‘‘

川川川

‘ 一 一
一

一 吐了

””
丈

一 马 一 一 一

马马 已
一 」
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表 号
。。

优优

一

一一

叨

一一一一一一一一一一一一 一
。

一

表 公孟

一

一 了

一

一

舫

卜
一

瓜丽品

一 一 一

表 公井

一

一

一 一 一 马

。

一 一 一

一

—
一 一一一 一

一 一

马

勺‘弓魂及曰,山

,

拼一
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表

。

】
’

一 马

韶

一 ⋯一一 一
一

。

一

。

一

一

甘

一

,

一 一
。

一

心口‘叨片‘口,‘

几人

表 且掀

奶

一一

⋯
, 。 、巡

一

⋯⋯
一 一 一 一

一 一 一

⋯
。

·

“ ‘

表 粼
。。 , ⋯ 。。

一

一 ⋯一一一一一
一 一

·

”
·

“

⋯
一

一

‘

一 了 日 那

一
, 。

一 魂 一

了

一 马
,

一 一 一

·

日 马

一
·

”
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一
宋一

表

口
。

丫月 口 占,

一

月

一

一

一

了

双

一 一

,

一 一

一 一

〕

〕

〕
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