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摘 要

本文采用“ 局部一整体分析法 ”

处理 了含表面裂纹三维体断裂分析问题
,

获得了舍

表面裂纹三维体裂纹尖端应力应变场包括
, ,

型的一 般解 在此基础上构造
了高阶三雍奇异元

,

计算了含表面裂纹平板应力强度因子
,

探讨了不同板厚
、

不 同板

宽对应力强度因子的影响并给 出相应的曲线 还在中型计算机上成功地进行 了三维

有限元断裂分析
,

并以较少的有由度获得较高的计算精度
一

关链饲 表面裂纹
,

应力应变场 , 应力强度因子
,

三维计算

一
、

前 言

关于含表面裂纹三维体断裂问题分析
,

是工程结构安全性评定核心问 题 之 一 年

在
一

提 出的无限体内承受均匀拉伸的平椭圆裂纹公式基 础 上 加 上 修

正
,

获得了表面裂纹问题的近似解 在此之后
,

不同的研究者对 公式进行了不同的校

正
。

年
, , 〔, , 对 位研究者的成果进行了归纳总结

,

并且在文献
,

中

给出了他们用近万自由度进行三维有限元分析的结果 他们获得的结果已被
一

规范〔, ,采用 国内学者在表面裂纹研究方面也取得许多有意义的成果〔‘一 ”

本文采用“ 局部 一整体分析法 ”处理含表面裂纹三维体断裂分析问题 我们首先寻找满足

弹性力学三维基本方程以及裂纹面边界的一组特征函数
,

然后用有限元法或其它方法决定展

开式中未知系数 实践表明
,

这是进行断裂问题分析行之有效的方法

二
、

含表面裂纹三维体裂纹尖端应力应变场

坐标变换下弹性力学的基本方程

研究对象如图 所示 设原坐标系为 口 二 ,

其中 平面是 自由表面
,

半椭圆裂纹片在
二 。 平面内

, ‘ 轴指向物体内部

现在引人‘种特殊的坐标变换
,

使得裂纹面边界条件可以简单地用 一 士 二 来描述

令 厂轴平行于 轴
,

并令 ’’’ 平面在 平面内作平移和旋转 新坐标架的 原 点

本文 年 月 日收到 , , 年 月 日收到修改稿

国家自然科学基金资助项目



第 期 李英治等 含表面裂续三维体裂纹尖端应力应变场及应力强度因子计算 ,

粉

一

丈

图 坐标变换
。‘

始终位于裂纹尖端线上
, 。‘

’ 轴取为椭圆切线
,

’’ 轴取为椭圆法线 ’’ 轴与 轴的

夹角为 然后
,

在 了 ’犷 平面内 引人极坐标 , ,
、

新旧坐标系的关系是

一 。’ ,甲 岁 ,
甲 ,

一
,

一 。尸 ,甲 功
口 甲

式中 砂 一 为椭圆离心率

由此推出曲线坐标下平衡方程

口
,

土 勺
,

一竺 — 刁一 一

—口乡
玉

一 阵。 、
, 、 。 立 。 。

—
甲 , 丁 气万一 甲 、。 一 。 , 产‘ 。 甘 一

万

坦 以 一 ,

甲 甲

粤 如 十 粤 势
十 。。。。 。十

‘

、 一 、 一 。,

口 梦 甲 」

十 恤
,

犷 夕
十 玉里 「 氏 , , 。

‘

。 、 八

一 一丁‘ 十 名 口旧 口 一 一
,

少 甲
’

丛所丛所

式中
。 一 ,

一

二
,

兰
‘

、

、气 一 亡‘ ’

甲厂
‘

是相应于坐标 甲 的 系数

曲线坐标下几何方程为

十

丛’
“ 。

口乡
十 竺

,

·, 。。 · 。

一
“ ,

》

一

一︸︸价勒气
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仲 十

巫巫吻丛吻

中 十

鲁
一 冬

鲁 一 蓄
口’

瓮 金
“ “

·

进而得到位移法基本方程为

一 , 鱼生 夕兰 一 兰、 一 幻 卫 生
’

口
一

‘口夕,

十 鱼丝 一 一
一

渔粤 生 军乒 一 ,

擎
。。。。

口 口夕
一

尸口口 中 切
一

一

鲁 “卜 “ 一 , · , 箫
一 鲁

· ”

益卜‘, 一 ‘· ,

备 卜
, ‘
一 ,

一
“

一
‘ “ ,一“

、

口,“ ,

十 气 一 ‘ 少二一丁
口甲

‘

生 一
, , 甲 吧

必 。 一 ,

知 功
、 , “ , 。、
入 — —“ 口

、 甲 一

夕丛‘ 〔 一 ,

户梦咎 〔 一 幻‘旦丝
月

鱼生 一 业、
,

一 止 沙
一

口

一 ,

卫丛
一 一

夕坠仁 卫丝二 。。 一 一
,

旦丝
一

乡‘
巾 口日口甲 日

、 ‘

口口

, 、 一 少 。十 一 ,

粤 」
一 旦鱼鱼

‘

一 ,
‘

鱼生 、。
一

甲‘ 一

口甲

一介

一 一 “ 。 口 血

一 。’ 甲

一 ’

血
,甲 劝

叮旦丝鱼

甲

“ ,
“

。一护
一

旦曳 十 旦当
,

刃 口
二

户
口

护

月 , 二 ,份卜 月目

—

—
吸

—
十

口夕 中 一 尹

口,“ ,

口夕口甲

一

旦竺 、 丛
又 甲 沙

,

了 十 生
中

一

一 ,

一卜 黯
·“

」

器
十
登瑞器

。 ·“

主二土
,

丛
一 , 口甲

滋 ”

一
护

。 , ,

一 。甲 。甲 “

二
。 。

五二石订石二万疏石不丽 犷下言 宁
,

一 “ ·

、

“
护 , 峥 、 几 ‘ 甲 ,

、

甘甲 ,
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裂纹边界条件此时十分简单
,

即当 口一 士 ,

外
,

侨
,

墓本方程的特征函数展开

在裂纹尖端附近 ,

, 的区域对 生 作展开
中

‘即

一
二二目

中

一 。’

如
, 甲 ‘ ‘

口

一 乡
‘

一
’‘ ’甲 ””

‘

一
“

一

参 一 。 甲护 ⋯

对
护 和位移 “ , “ 。 , “ , 无量纲化

,

即

“ “ 日 “

一 不万甲 , ,’ 一 不丁于 ,

彻 一 万了一 ,

肠 一 下寸甲
一 一 口 夕 一 口 一

弓队新记号 梦 一 一 。

帕
,

则可以获得基本方程无量纲化的渐近展开式

将无量纲位移 , , , 。 , , , 表达为双重特征展开级数

。 ,

习 习
。‘ 。 二 , 甲 ‘ 一 习

‘ 。 , , 几 。 ‘ , , 二 ⋯
,

, 。 · 习 艺
。‘ · 。 , , 几 一习

, ‘ 。 , , 之 , , , , 又 ⋯
,

, ,

习 习 泌
· , , , 几 一习

。‘ 。 , 甲 几 。 , 甲 几 ⋯
·

将 式代人基本方程渐近展开式及边界条件 式中
,

按照 同次幂项重新排列并

令 同幂次项系数之和为零
,

得到各阶渐近方程和边界条件 由零阶问题的解答可以决定特

征值
又 士 , , , , ·

⋯
根据应变能有限的原则

, , 为负值应该舍去 按照 式和 式可以表达为单重级

数
。

, 一 艺
”‘, ,

日 , , ,

, 。 一 艺
·‘, 。 , 甲 ,

, ,

习 。· 。 , ,

将 式代人基本方程渐近展开式和边界条件 中
,

按 同幂次排列并令同幂次项

系数之和为零
,

待到各阶渐近方程和边界条件
,

从而得到各阶问题的解答

零阶间题解答 。 一

一 “ 十 “ 。 ‘ “ ,

乡“

一
” ‘ “ 十 “ ,
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一阶问题解答 ,

兰 ,
十

, ,万‘
一。 尺 , 。

且 。一 一 。

,

一 一 一 己梦 少
旦

口
一‘

一 一 、 。 立 。一 一 旦
。。

,

一 一 一 , 一

‘ , 一 。
、 。

号
·

二阶问题解答 ,

矛一,‘口孟口亡
‘,、

式中片和 瑞 努别为

一 日 一 , 梦 。 ,

一
,

尸 日一 梦 ,

, 。 对 甲 的一阶导数

,一

三阶问题解答

, 。

二

互 一 , 一 号
‘·

伽

口一一曰卜生 一 , 。 。 旦 ,

一
,

二 八 ,

一 一 一 艺 乃岁
一

少 一
「 一

咔口 乙

—, 八 , 。 , , 。 。 , 、

一 — 十 , , 一 ‘ 一

一

, , , 、

一 — 气
,

’梦 少 丫

’

一一

, , 一 天 , ,

互 一 一 , , 旦
, 。。 二

,

一 一 乡 一 妙
口飞
— 嘴 望

「 一 , 。

一八

—
一 口

,

月 — 一
,
午

, ,

旦

一 ,

十 乙

—
, , 。

—口 一 —
, 一

, , 。。 旦

一鑫
‘一 · ,口

万
。

‘ , 甘 ,

— 月 梦
一兰 一 尤 立 ,
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。 。
, , ,

、 。 ,

口
月 ‘ 八 里

— , 一一 ‘ 一 一 甘 一 忆
斗

四阶问题解答 。

, ,

「
, , 、 。 ,

「
, 。

。 入 、 口 一 气 一 斗 , 十 乙 ,

」

“ 一 ‘·
, ‘ ” , ‘替

· ’·‘ 甲“

毋 兰 从 梦 竺
“ , ‘

刀月,飞月

、

一 ,

一 ’

—
甲 一 梦

「 十 , 。

一
’名

, 、 , 、 、 , , ,

「
, , 、 , 。 、 。

十 一 又 一 乙 十 入 十 梦
’

一 气 十 , 八 乙 甲 少八。

」

,口

、、,月

一 工 一 , 尺云
‘

生 , , 尸

一
。

一
, 一 ‘ 、 。

一 一 什 , 十 。 口

一 多一 夕 一
一 梦告丝

。 , 。 。 甲乙

梦 上
,

扩 二 了 口

一 ,
域 一 亡 甲

一 毋

十 梦

一
, , 、 , , 、 。

’ 十 一 一 , 气乙 一 , 人

,

二
、 , 、 , ,

十 , 。 ,,

一 十 艺 一 犷 入 。 一 一

—
入 。

一

盆,,

,日
︸

‘、, ,

十 一
,︼十

‘

一 一 。 一 , 、 , 生 、
, ,。 。

, ,

‘ ’ ‘ , 式
。 一 梦

戈立 尸 十 土

。 , , ,

。八
一 犷 飞一一 。 州曲

一
。 , 一 八 。 。

斗

求得位移的各阶近似之后
,

将其代人位移和立力的关系式中便求出应力
,

从而获得含半摊

圆表面裂纹的裂纹尖端应力应变场 详见附录

三
、

含表面裂纹平板应力强度因子计算

有限元法的计算精度
,

取决于位移模式逼近真实变形状态的能力 为了能够更精确地街
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述裂纹尖端的变形状态
,

在奇异元中引人高阶项是必要的 因为如果只采用展开式的首项
,

在

离开裂纹尖端稍远处就会出现误差 计算表明
,

在奇异元中引人高次项可以提高计算精度

有限元网格的划分

为了计算含半椭圆裂纹平板的应力强度因子
,

我们采用以下的网格划分 图 沿裂

纹尖端建立单一的奇异元
,

奇异元与 ’’犷 平面相截
,

截痕是一个半径为 的圆 在奇异

元邻近区域
,

设置十九个二十节点三维等参元 在三维元以外区域
,

设置十五个八节点等

参厚壳元 采用上述网格划分之后
,

总 自由度数为
,

约为 、 所采用的 八

厂
三维奇异元

夺剪头薪
久, 。

节点三
维等参元

图 有限元网格划分

乞 三维高阶奇异元刚度矩阵的形成

裂纹尖端应力应变场展开式系数 。, ,

⋯
,

八 均为坐标 甲 的函数
,

因此还需要对其离

散化 为保证离散化后数值微分的准确性
,

本文采用三次样条插值技巧 将区间

化为 , 个子区间
,

则有 个节点值
,

连同两个端点的导数值共有 个未知数 由

人 一
, ,

⋯
,

表示应力场
,

即

均
,

式中 阵
, 。。,

‘
,

心 , ,

侨 , ,

肠丫
,

仔 , ,

⋯
, , , , ,

⋯
, 。

⋯
, ,

⋯
, 。 ,

好 称为奇异元广义位移列向量

因为

务 ‘ ‘尸
,

式中 居 为应变矩阵 经
, , 。 , , ,

碑。 , ,

鞠 , , ‘ 为柔度矩阵

。,

晋离散

天‘ ,

『 二 ,

一 ,
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于是
,

以广义位移列向量 表示的刚度矩阵可以写为

。 一 “ ‘“ “ ·

广义位移列向量 仔 需要满足如下两个方程

尽必 一 “ ,
,

刀华 ,

式根据奇异元和常规元在公共节点上位移 “ 相等条件写出 ‘ 式根 据 自由表面

上 外
, 侨 , ,

勺 , 加权积分为零条件写出

将 和 式合并
,

用最小二乘法求出公共节点位移 “ 和广义位移 必之间转换矩阵

了
,

任 一 练

由此可得以公共节点位移 “ 表示的奇异元刚度矩阵

乙 了尽
。

了

常规元分别采用八节点等参厚壳元和二十节点三维等参元

数值计算
本文与 和 结果的比较 和 曾给 出含表面裂纹

平板应力强度因子表达

沂
露
万尸‘

戈万
,

丁
,

了
,

币

式中 务会
,

合习为无量纲应力强度因子
一

, 分别为椭圆的长半轴和短半轴
·

‘

为板厚
,

为板长
,

牙 为板宽 图 一 表示拉伸
,

‘ 表示弯曲 表示形状因子
,

其近似公式为

二
‘ 三 ,

主 十 ‘
·

,

又丁

计算结果列于表 和图

度因子
,

本文与文献【 〕相差

。 ,

中

含表面裂纹平板

在裂纹最深点 处 中 , 的无量纲应力强

。 外 拉伸情况 和 外 弯曲情况
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表

, , 牙

无量纲应力强度因子

。 , 乡加 二 , 人 二 ,
二

。

恻才
拉 伸 情 况 弯 曲 情 况

本 文 文 献 本 文 文献 斗

一
。 。 , , , 。 巧 , 。

”

一

。

弓

。

。

,

。

弓

。

。

。

弓

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

弓

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

表

二

无量纲应力强度因子的有限宽度效应
, 二 , 。 , 二

中 叮

⋯ “
·

。,
·

, “
·

”
·

, “
·

, , 。
·

, 。
·

‘

拉

伸

情

况

。

。

。

。

弓

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

斗

。

弓

。

。

,

。

。

斗

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

,

。

多

。

。

。

。

。

。

。

。

礴

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

一
。

】
。 巧 。 巧 示俪

一

石
, 一 。

’

一

弯

曲

情

况

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

弓

。

。

。

。

弓

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

弓

。

。

。

。

。

。

。

。

斗
。

。

牛

。

。

斗

。

图
,

表示本文和试验结果 的比较
,

在靠近 自由表面区域
,

本文比 租
更符合试验结果

不同板宽对应力强度因子影响 本文就 一 情况计算了应力强 度 因 子 的

有限宽度效应
,

计算结果见表 和图
,

不同板厚对应力强度因子的影响 不同板厚 邝 对应力 强 度 因 子 的 影 响 见 图
,

和表 此外
,

图 汇集了本文和 位研究者的研究成果
,

纵坐标 表示拉丁争

情况下裂纹最深点 中 一 , 的无量纲应力强度因子
。
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和

本文

刀夕
且

︵帕蔺

。一一一子万一一右一一不枯一一右
护 君 甲 万

拉伸情况 弯曲情况

图 本文和
,

及 一 结果比较

甘
,

〔姐
一之

,

白
。” ’

「

事襄幸鉴 了
二二二夕

井花必
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叮
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一
一 一二一一一一一

一
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刃
口
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匆 吞 ,

图 本文和实验结果比较

拉伸情况 —本文
,

一
一

试验值 ,

— 和 ,

一
和 弯曲情况 一丁一实验值 ,

—
本文

四
、

结 论

本文将
“ 局部

一整体分析法
”
推广到三维体断裂分析中

,

首次提出了含半椭圆表面裂纹三

维体的裂纹尖端应力应变场包括
, ,

川 型的一般解 它类似于平面断裂问题中

规开式的作用
,

揭示了裂纹尖端附近的力学性质
,

为进行含裂纹三维体断裂分析提供良好的基
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垂叭

附

乐
,

吸

一

拉伸情况 弯曲情况

图 板宽对应力强度因子的影响

。 。 。

入二」呀舀口占吸通

、

吞 夕

分切试

欠鑫三刀夕
此

华 不

尹加
」

拉伸情况 弯曲情况

图 应力强度因子随厚度变化

础
,

平面断裂问题分析中一整套成熟的分析方法
,

诸如能量法
,

边界配置法
,

摄动法
,

有限元法
等都可以移植到三维体断裂分析中去

本文提出通过特殊坐标变换寻找三维裂纹体裂纹尖端应力应变场的方法不仅适用于半
椭圆裂纹

,

而且易于推广到任意形状裂纹情况

本文在裂纹尖端应力应变场的基础上
,

构造了一个三维高阶奇异单元
,

代替了通常三维
有限元分析中裂纹尖端附近的稠密网格

,

因而大幅度地降低了自由度数 同时
,

由于奇异元采
用了高阶模式

,

较精确地描述了裂纹尖端附近的变形状态
,

可以进一步提高计算精度
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表 无量纲应力强度因子的有限厚度效应

二
, , 甲 二 , 二 , , 二

列扮扮 拉 伸 情 况况 弯 曲 情 况况

为为 儿儿

。 。

呼呼
。 。 。 。 。 。

子子

。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。 。

弓

。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。

弓
。

。 。 。 。 。 。 。 。 。

。 。 。 。 。 。 。 。

简祝
《

·

,

血

图 本文与现有结果的比较

本文计算了含半椭圆表面裂纹的有限尺寸乎板在弯曲和拉伸情况下应力强度因子 与

和 用近万自由度的计算结果相比
,

一般相差不超过 多
,

但 自由度仅为其
,

从而大幅度节约机时 而且
,

本文的计算值在自由面附近比 和 更符合

光弹试验结果
本文就半椭圆裂纹短轴与长轴比 。 一 石

一

情况下探讨了不同板宽
、

不同板厚对应方

强度因子的影响
,

并给 出相应的曲线
、
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在形成三维奇异元中
,

本文采用分块高斯求积进行数值积分
,

采用三次样条函数作为形

函数进行数值微分均被证明为行之有效方法

本文在求解有限元代数方程组时采用 了梁乃刚博士提出的摘要并缩法
,

在编制该部分程

序时得到了梁乃刚
、

陈其业的大力协助
,

在此一并表示感谢

附 录

含半椭圆表面裂纹三维体裂纹尖端应力应变场
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