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提要 本文从两个位移变量入手分析了平面应变条件下的剪切带状分叉从 而放弃了分叉

时体积不变的约束 文中论证了分叉时材料将伴随有局部性的休积变化
,

应变软化
,

即材料

性质的分叉突变 文中还用摄动法近似分析了材料缺陷可能造成的影响
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一
、

引 言

实验观察查明
,

韧性材料断裂初发的一种型式是产生剪切带状的局部变形 此时常

伴随有次级空洞在带内的出现 此外
,

一些材料进人塑性后还会出现滑移带〔 对于这

类材料中的带状分叉现象
,

和 提出过理论分析方法 〔
,

这一理论还被

推广应用于研究非正交塑性规律对平面应变条件下的分叉的影响〔 , 以及材料缺陷和空洞

的作用 〔
‘ ,

最近 和 在马氏体时效钢上做了平面应变条件下的单向加 载实 验
,

他们用出现剪切带时的平面应变切线模量代人
一

方程以计算临 界应变 及

剪切带角度
,

结果用流动理论求出的计算值与实验值相差有数倍之多 如改用形变理论
,

结果会接近些但仍有较大差距 这一矛盾难以全用材料缺陷予以解释
,

原因是 和

咭 用的是实测的临界条件下的平面应变切线模量值计算的

本文重新分析了剪切带状分叉问题 文中论证了材料中的分叉现象与固体结构屈曲

的不同之处在于
,

它可以不遵循屈曲时材料属性不变的变形路径
,

而在分叉时即伴随有局

部性的体积变化和应变软化等 也即材料性质出现了突变 文中还用摄动法近似分析了

材料的缺陷或非均匀性可能造成的影响

二
、

材料分叉理论及其方程

欲使增量解满足平衡
,

应使以下势能型的泛函
, 一
合

,

器
了, 一 曰 ,‘, 了 了, 了花一 硬 ,, 走 ,‘ , ‘ 一

,

”‘ 万‘·

达到极 ,
·

其中

餐
是 应力的 一 率 , 是由速率的协变导数所

本文于 年 月 日收到
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组成的应变率张量 工 , ‘

砂 是 或真应力张量 户‘是载荷率向

量 , 是度量张量 是体积 是已知外力的边界面 对 式变分后得到

, 一 乙‘, 。 , 一 、 ,。、一 , 。、 , , 。, , 。。, “ 一 , 。 ,‘ 一 。

夕 名

其中引用了本构方程

分稳仆是
蕊多丁

产厂

必
一

犷 左 ,

又 ‘了左‘一 左“ 一 乙 “ 及 乙‘凌‘

由
一

的经典稳定性定义可知
,

稳定性的充分条件是 如 △ 。

定的
,

而若 △ 则为不稳定的 由 级数展开可知

△ 一 肘 十 生 护 十 ⋯ 又 占

于是稳定与否就取决于

一 占

若 是稳定的
,

是不稳定的 一 为稳定限即达到屈曲点
,

型及极值型两类型式 对 式再作变分即得到

一 , ,。。 ,

一 , 。。 一 。 , 。 , 。 , , 。。 , 、‘

由于名义应力率张量

其中包括分叉

、‘,

望井一 , ‘。义一 。
,‘。义 , ‘ ‘ ,

,

全多

所以方程式 和 的物理意义在于

、‘了气了‘挑一
矛了几、了气

和

其中利用了

。‘一 。‘了,。 , 、矛‘ 一
,

”萝。 “

“‘一 “‘‘, , ‘。

。里丝
少
一 乙 左占 友

这是按照
“弹性比较固体 ”概念导出 式的 方程 中的 乙“砂 所包含的材料参数没

有变化 欲求屈曲方程和边界条件可对 作新的变分
占 即寻求 份 的变化 占 子 所导致的 变化
多 类似的作法

,

在弹性体系中 和 卜

卓已提由过 同样也木滩证明
,

一 。时必然导致
’

占 一

以上所说的都是固体结构的屈曲理论 在小应变
一

下
,

材料性质仅可能是塑性加载或弹性卸载
,

如图 中

的实线所示 在这一材料规律下
, “
弹性比较固体 ”的

论证表明屈曲瞬时没有弹性卸载
,

材料性质与属曲前
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相一致 但在大应变和高应力情况下
,

材料性质是随着内部组织状况的变化而有明显

的改变 尤其是本文要研究的剪切带状的分叉
,

带内外材料的组织有急剧变化 可将带内

材料的应力
一

应变路径改为图 中的 叮此 仍为正 或 , 路径 叮 为负 这也就是

材料分叉与固体结构分叉的不同物理背景
,

即材料分叉可以伴随有性质的突变 所以
,

材

料分叉时的本构方程应由 改为

石多砂

必
乙架左‘ ,

其中 架砂 与 川 的区别在于它可以包含有图 中的路径 澎和 ,

于是在对 式作第二次变分导出 式时应改为以 式替代 的 式
,

所以

。一
,

。 、, ,。 , 一 , 。是一 , 。 、 , 。 , , 〕。。 , ,以。

当联系应力一应变变化的刚度系数保持为 乙少‘时对 占矶 给予新的变分 。 。巧
,

导致 的变分

由此

。·。一 、“,。。 亡一 , “。。、一 , ‘ 。、 , ‘。。 , 〕。· 。。 , 矛 。

同前所述
,

一 。时将有 尹
,

由此利用散度定理可以导出材料分又时的方程与边

界条件分别为

泵左场 , 一 了切 乓一 护走 是 丫怡 , , 一

泵夜
‘ , 一 少幼 义一 护幼 走 己幼 护 , 一

其中 , , 为在广义时间 , 时边界上向外的单位法线向量

三
、

平面应变条件下的剪切带状分叉

材料中受拉 或压 以后
,

在材料块中会出现一片薄带域 图

移速率有一个突变 占
, 在直角坐标系下可表示为

占 , ‘ , , ,价

于是

叭
,

码 的街 一 产 劝

其中
“ , 为对 。 的导数 由于带内外速率有个急剧变化

,

可以

令 斌 又 , ,

代
‘

护 , 其中 几为对 。 求导的放大系数 于

是由
,

幻 两式并注意到 式可以看出

相对带外
,

其中的位

图

, 。 , , 。 二 , 、 , , ,

万 、 灸
,‘宁 “ 犷 ‘

,

通少一 价及万 百 ’
,

走十 “ 犷‘
,

,
犷护︸

二月

,月

一 。 合
“。

,

, “
, , , 十 。 “ ,

, , ,

几 “
,

合
“ , ,

“
,

, 一 。 ,

合
” ,

,

”
,

, ,

一 价‘万 、
。扩 ‘·“十 “ ‘

,‘ 十 价“吞 ‘
,左

又占户,



力 学 学 报 , 年 第 卷

其物理意义是
,

虽然在带内外交界面上位移速率沿法线方向存在有跳跃
,

但在此面上的应

力率交化却为零
。己 就是利用这个概念导出其分叉方程的〔习

在单向受力平面应变条件下
,

令 一
,

了
‘ ,

一 叭 , ,

由此立即可以解出

轰 , 鑫
, 。

乱 态
,

一 叭
, ,

及方程
乙“一韵

了 十

徽
““一 氛 “熬 一铆

‘ ‘ 汀 、
。

杰
,

一 口
‘

口 、
一 乙五 十 乙几 一 一 犷 十 止望乡丁一一 石石口 十 丁 一

乙五

其中 , 几 这样就把分叉问题化为求解 式的根值 ,

对于在分叉时限定只产生无体积变化的位移速率变化时将导致
‘ ,

十 一 。或 犷 一 ,

就得文献 〔 〕工 中的结果形式

本文试从以下几个方面来阐明产生理论与实验的差距的原因 材料中可能的原

始缺陷影响 放弃假定分叉时材料体积不变 分叉时剪切 带 内 材料性 质 有突

变

四
、

材料不均匀性或原始缺陷影响的分析

由于剪切带的尺度相对材料的宏观尺寸较小
,

为此实际上应该估计材料不均匀性可

能带来的影响 以下将用摄动法做近似估算 令

氛
, 口践

, 十 助从 十 。’
‘

。 一 少。 , 少‘ 。

占 , ‘, 。,

其中 是弹性模量
, 吕 为小参数

, ,

为略去的二级以上小量 口 义, 及 尹
, 各自为常

量 将 式中各量按 式展开
,

归并后可得 “ ’’阶与 “ ’’阶的方程组为

一 , “一 少
。

豁〔 ‘,
,

“,‘ 乡‘,
,

““‘一

蛋
一 “,

,

“监 一登
·

毗 ,
,

一 兔

“洗 一黔 吧 ,
“

粉会冲牡
十 瑞价低

琪全 矶
,

‘一 ,

卿 一争
丫

吧 ,汁 “拟叫 , 脚“
十 “‘一

蛋
二 ‘,一

一
一

一 吕、
的

性
,刁

哪卜登冲抓 娜
十

鄂 咄
,
一 十 “粗毗 ,

,

琪翌 矶
,

斗
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其中

一 乙 扭 锻
, 、 护

王

丙
竺畏

,

一 气要
,

一 生
,

。 川幻
,

一 口 么砚 皇
, 衅

。 , 。了孟
,

丙
尹一玩

一 条码兮
,

蛋
二 ‘叹”

’

一 另 缎
,

一
了
二一一 气犷乏二

,

叮

一 以忘川 一 琪 码幻
,

升
, , 分别为屈服应力和屈服应变

,

且有 丙 一 。 如用 川 乘 等号左端各项
,

码
。

乘 的左端项
,

相加后其面积分可以证明为零 由此导出正交条件

‘
。’ 。

”‘一‘一
“

从而可以直接解出临界应力的修正项

一
一一

了王 ,

听

其中

一
〔以 侧豹

,

以牲码幻
,

侧 川豹
, , 十 砚

,

码

十 〔以 么川戈
, ,

先瞬叹
,

盆码 受
,

吕
, 。,

, 一 ‘‘,
,

含 ’
一 卜 — 乏二

, ‘
。’

含〔‘ ‘伙,
,

一 ‘ 黔 ,
,

, ‘一“
’

以下将用 式来讨论两类材料不均匀性可能导致的影响

全域性缺陷 可以假设在无穷大的全域内材料性能有削弱并可表示为

以
,

一 一“
, ,

掇 一 一
,

吕一 一 。
,

公石 一气

令 码 犷 。 ,

砚 一
,

代入 式并利用 式求导数后可得

了

丙

【 ·’·‘ 一 ,

一
‘ ·

, 一
·‘ ‘十 · ,一 一 , “

, ,

‘一 。

一 工、
, 至 , 。 十 工

, 孟 。
, , ,

。 “ , 圣 砖 十
, 十 孟十 , , ‘

戒 十 犷刀 刀 刀

, ,

由 式可见
,

一般来说
,

各 、值的变化将对 了‘ 造成显著影响 除非是特定的情况
,

如

令 川拄 以 。
,

如果
。 一斌 尸武

,

则 了。

带状缺陷 设沿剪切带方向有一缺陷并对称分布于带的中心线上
,

取 为正的

半边上
,

一
, 。一 孔” ,

眺 一 。一 孟” , 乙 盆一 一 , 。一“ , 乙跪么 一 ‘ 孟
,
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相应地设
,

。 。

丙

川 一 一枷 砚 一 ‘“
。

代人 的 式
,

当 又一
,

。 时可得

迪竺丛 士多
, , ,

、
,

二一 — 刀 寸 刀 刀 卜 —
犷一

斗一
一一一

比较 和
,

二者只差一个 系数

五
、

解析解和计算结果

在利用第三节中各有关公式求解剪切带分叉时
,

首先需要求得在平面应变条件下受

单向均匀加载时材料内的应力情况 由于是比例加载
,

可以用形变理论得到应变与应力

的关系式 分叉前材料性质符合幂硬化规律
,

其指数为
, 由文献【

,

〔
,

计及塑性

可膨胀性
,

用流动理论
,

将有分叉时的刚度系数 条 ,

以下将给出几方面的计算比较 材料的 系数取为 , 。 ,

屈服应变 衍
。

分叉时材料性质不变的剪切带状变形 此时
,

爪
, 一 乙诫 , 且 酬黔。 表

中列出了产生剪切带分叉时的各项临界值 按 式所得结果是在分叉时约制了休

积变形只保留分叉前的弹性体应变 而 。 式是放弃了分叉时的弹性体积变形的约制

和 的计算式 〔 属于前一种类型 从表 中可见
,

考虑了分叉时的弹性体

应变可以使计算的临界值有明显的降低 以上各算例的分叉角均为 “ 一 , 。

分叉时伴随有塑性体积变化 假定分叉时材料性质遵循图 中的 路径 如给

定 了及黔 , 并按 式求特征根
,

将得到表 中所列各项结果

表 材料性质不变时剪切带分叉的各项临界值

‘ 一
竺亘笠一

一

—
卜‘生些

⋯三 一坠一

一⋯二⋯宁生⋯。
·

。 ’,
·

。

, ,

一 多

一
。

一
。

一 多

。

。

弓

表 分叉时伴随有塑性体应变时各项临界值

。 ‘二 , 召 , ,

弓

, 口丫 ‘

一 多弓 多

一
。

一
’

·

”
。

一
。

夕

一

与表
一

中按 式计算的情况相比
,

考虑分叉时的塑性体应变作用将进一步降低临

界应变值 但与实验观测值 仍有很大差距

分叉时伴随有应变软化的情况 为克服以上矛盾并联系到分叉时材料组织的变
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化应该计及应变软化效应
,

如图 中的 , 路径所示 对分叉时的切线模量 及少取不同的

负值所得临界应变都绘制在图 中 由此所

得临界应变值 按 式计算 有了很大的

降低
,

可以达到观测值的量级 由此看来
,

为

解释原有理论与实验的差距必须要引人应变

软化因素

然而 和 曾断言 在实验

中没有发现软化效应 因为要使理论计算的

高界值与实验的相符
,

只要取平面应变条件

下的切线模量 石
,

矿 或
,

一 ,

值没有出现负的情况 但

仔细推敲后可以发现
环 氛 , 十 氛 一 乙尧

它

冲 二

一

一 一 一‘。

刀
。 。

》忆

职 二二

。

》之

,

〕

。

—
艺 — —” 试

, ,

一 了
, ,

入

—
, , , 、

岁 、
,

几 十 —气 寸 刀 一
因

石

岌 切

珊
分叉时

, , ,

与 一 了弓二
、
的关系图

「
,

—
乙 一

‘ 十 ’ ‘一 甲 甲 鱼 。 一互鱼里、

对分叉前材料硬化指数 , 一 的计算表明
,

在以上所取的负切线模量值 创夕范围

内
, ,

可以是正值
,

而且数量级与 和 所推断的相当
,

详见表 因此
,

是正的情况下仍然可以有 斑户 为负值的软化情况 另外
,

要说明的是
,

和

所测定的分叉时的
‘

值是材料的宏观 参 数
,

因 此 完 全 可 以 比 以上 推 断 的 值
, 。 要大许多 后者是剪切带内的局部参数

表

,

分叉时 才
, 与 的关系

” , 二 ,

李二
,

一 一 一 一 一

且
” 。 。

刀 二

在图 中还表明了一有趣的现象
,

随着 斑夕负值的变化
,

临界应变值可以接近屈服

应变 , 由此可以解释
,

材料进人塑性后出现滑移带的现象
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