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平面爆炸波在非线性磁滞介质中

传播的级数解

段祝平 赵国英
中国科学院力学研究所

提要 本文利用座标摄动方法研究平面爆炸波在非线性磁滞介质中的传播 问 题 所 得

到的是以级数形式表达的精确解
,

它阐明了应力脉冲在该类介质中的衰减规律 计算说明
,

这种方法比差分方法和特征线性方法简单有效
,

从而有较大的实用意义

关键词 爆炸波
、

应力波衰减
、

精确解

一
、

引 言

应力脉冲在岩土介质中的传播及其衰减是岩土动力学中的一个重要课题 为了得到

合理的解答
,

关键在于建立一个可靠的本构模型
,

使理论分析或数值计算与实验结果
,

诸

如波头衰减指数
、

单波演变成双波
、

强激波蜕化为加速度波等有较好的吻合 在强爆炸

区
,

流体动力学模型已足够近似了
,

这里关键是给出状态方程 在中等压力区
,

问题要复

杂得多 有限变形下热和机械变形藕合的弹塑性本构方程的研究对问题的求解提供了理

论基础 在低压区
,

问题要简单一些 白以尤 〔 ,闭曾在双线性加载和线性卸载假设下
,

用量

纲分析和波头展开方法
,

详细讨论过应力脉冲波头衰减的机制
,

它较好地判断了应力波峰

值衰减规律 但对整个流场的预测误差可能较大而且不能说明强间断衰变成弱间断 俗

称
“
馒头波 ” 的机制 因此

,

一般需要采用非线性磁滞体模型

如采用非线性磁滞介质模型
,

由于问题的非线性性质
,

迄今无人得到过完整的分析

解 本文的 目的是在一维应变下
,

采用 等建议的变模量模型
,

运用座标摄动技

术来研究这类问题 这种摄动技术
,

一般分成二个步骤 一是进行时空变换
,

即把实在的

时空
, , 变成另一时空 夸

, 刀 ,

其中 互是以激波传播距离为参考的无量纲空间座标
, 刃

是由激波速度确定的无量纲时间坐标 在中等强度激波条件下
,

在整个流场
, 刀 都是小

量且随时间单调变化 这样
,

把整个控制方程
、

激波守恒条件和边界条件在进行上述时空

变换后
,

把问题的解对新的时间座标 刀 作摄动展开 从而
,

把双曲型方程组变换成一系列

可积分的常微分方程三最后
,

得到全场一致有效的解

二
、

问 题 的 提 出

一维应变下
,

采用 的变模量模型‘ ,

则应力波传播的基本方程可简化成

本文于 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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巫头互十
肠一山灸一山

、汀 一 玉 。 十 李
。

八
,

当 , 。

、

, 。二 一 内 乙 石 二 一 。 ,

当 沙

、少,了、碑‘、
‘“

户卞声工

了、

其中 二 是介质的拉氏座标 , 是质点速度
, 。 和 已 分别是真应力和工程应变

,

约定压缩

时取为正 两 是初始密度 。 和 。 ,

分别是加
、

卸载函数
,

如图 所示 加载函

数近似地用三次曲线表示 嵘 幻 和 编 习 分别是各质点达到的最大应力和应变
,

表征

激波强度 本文只考虑一平面爆炸波在介质中的传播
,

因此
,

根据加载曲线 , 。 存在拐

点

‘ 、 退
乞

’

,

一 呵‘一 生 邂、鱼
左 左

的性质和初始激波强度 石 的大小
,

应力脉冲的传播分成三种不同情形

当 。 采 蕊 , 时
,

经过各点的是弹性前驱波 中心波 而尾随的是一

心 过 卸载波
,

用特征线方法可得到问题的解 〔气

当
, , 。采 《

‘ , 时
,

其中
, 。 立 鱼 。, , ,

及
则经过各点的也 是 弹 性

前驱波
,

但不是中心波
,

且尾随一卸载激波
,

激波的位置和强度事先为未知的

当 ‘ ‘ 。 时
,

物体中开始时只传播单一卸载激波
,

而后脱变为上述第二

种情形

本文只考虑第 种情形 由于卸载波的速度一般大于激波速度
,

因此激波强度随

粉波的传播而衰减
,

当其强度衰减为 丙 ,

时
,

强间断脱变为弱间断
,

这种过程如图 所示

设 二 ‘

表示激波位置
,

则在单波区 口 ,

用特征线方法很容易证明 公 如 解成

立川

一
宁‘甲‘‘,

丐卜 一 一一 一一 一一一 一 二
厂勺

乙

︸。

奋
右图

盯

二二兰全中石编

嵘 ‘ 万

一维应变
一

的应力
一
应变曲线 图 脉冲载何 卜波的传潘
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贵,
。 ‘ 。 一 。。 ’

一 , 。 十 , ‘

坎

“ 一 莎 卜

恤
反

了 咬

—
匕

冷

少

了‘一“ 十 受“’

, 互些二旦 一。 丝纽二鱼土全些上卫丛二土三星
左了石 了石一 左

这样
,

在单波区的解可以用尾随激波波前的解表示
,

因此它也依赖于卸载区的解

在激波 一 上
,

动量和质量守恒条件是

。 一 。 内对 。 一
, , 一 。 一 分,

一

且容易证明
十

二二竺 一 丁 一 孟 一 受 友
— 匕

其中
, “ ”和“ 一 ”分别代表激波前后的参量 另外

,

激波阵面上的应力和应变满足加载关

系

二 一 , 十 ,

了, 。一 , , 莎

在激波 一 毛 上
,

我们有七个未知量 名
,

犷
, 。 ,

矿
, , 一 , 一

和 ‘
,

但
,

和 匀 已提供我们 个独立关系
,

因此
,

这七个量之间只有一个是独立的 它们的解依赖

于卸载区的状态和边界条件

三
、

座标摄动法和问题的级数解

时空变换

为了克服求解时激波位置事先不知道的困难
,

我们首先引进座标的时空变换

,

, 一

翁
’一 ‘

其中 毛。

表示初始激波速度 再把有关变量无量纲化

于 。 内才了
。 , 莎 , 分, 。 , ‘

牙 几丸
。 , 万 , 。 ,

元
‘

丸
。
几

万
。 。“

忘
。 ,

几 离
口 , 日 礼毛 对

根据我们给定的介质模型
,

当应 力脉冲的初始幅值不大时
,

激波速度 分,

的变化不大
,

因此

由 式引进的无量纲时间座标 刀 是一个小量 显然
,

夸的变化范围为 【
,

在 夸
,

动

平面内
,

激波位置 杏
,

是确定的
,

即有 夸
,

一

根据变换
,

我们有

鱼
口

刃

瓦
一

一 。 毛 秘
一 亏 —

, 气了 —,

一 刀 。 刃
分 , 刃

—
, 万不 一, 一

这样
,

利用求微分的链锁法则可得
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了。 才

了

。粤 。 ,

擎
、

夸 刀 」

劝叮幻
万、吸且二,门,

兀,孟,
刁了‘

了硬、了、
了

‘

分, 。

口石
,

口普
’

对
。
岛

‘

两分子
。

口
,

口夸

口
‘

亘石

口
,

口

丸 「 口‘

一 万 互演花
孟 , 以

。 。 。

李
刃 」

口百 〕

︸巫秘
衡一头际口

。 刀 十 刃 雨万
以 ,

一一一一一一一一
刀一夕︸尤叮一一口一口口一口口一口口一口

将上式分别代人 式并利用

则可得

分,

分,

一 斌 十

乙丫万干万婴 一 夸粤 一 。 十 ,

粤
口夸 互 刀

丫丁干万李 一 李 一 叭 、 , 十 零 一 。

夸 口夸 刀

砚百 十 刃

其中

一一

吐,,‘

左 劝 若石
乙 履

二 一 ,

左 一
— — — 一一 匕 「

—
己

端

为了求解时空变换后所得的基本方程 和
,

需要 变换 激 波 条 件 一 为

杏 的边界条件

、、

一一
,“刀︸

、 畜
, 刀 一 , 一

厅 夸
, 刀 一

,

一 百十 一 ‘一 刀

友
, 二

一 反
二 一

几 一 —
己 门 ,

—
己

一 卜 、 夕
打 又 , 刃 若二 一 一

二

一分
, 斌

、 一 孔 , 石一 刀

而
石十 一

。 刃 一

莎 十 分, 。 , 厅十 刀 ‘ 十 户。无子
。

「
。

了
,

、
“ 一 笃宕

一 二一 、 一 二不 一

一欠 言 十 刀 」

这样
,

在 夸 的边界上
,

未知量
,

石和 ‘ 的数值
,

作为 ”的函数是给定的

另外
,

在 ‘ 一端的边界条件
, ,

一 丙 。一‘ “
, ,

可化成
厅 夸

, , 。一。 厅。。一‘

或写成相应的应变边界条件

‘ , ” , 一 ‘ 十 髦
一‘ 一 ‘ , ‘于十

育
‘ ‘产 尸 ‘矛 , ,

这里可看到
,

为了下列计算方便
,

我们已将指数函数用均差插值多项式来逼近
,

系数为
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一
,

一
,

一 一 和

为了求解 式
,

需要确定激波位置 牙,

和 刀 的关系式

、, 。 。 十 。
一

终
刀

一一

一一

一劣一们勺
‘

以一

百 一 了 十 ”

问题的级数解

为了利用
,

和 式求得方程 的解
,

我们作下列摄动展开

‘ 一 艺
,

夸 , · , 莎一 艺
。 ,

夸 。·

且待定函数 。 动 等也相应展开为

。 , ,

元 , ,

一 艺 〔
。 , , , , , , ·

注意
,

上述函数在 , 一 。时均为零
,

故展开级数 从 开始 此外
,

为方便起见而

引进

斌 ,

艺 ‘· ”” ’

丫 , 艺
, , , ”

其中

又。 丫 。 , 兄,

一 一
”

,

、

一 —霖乌 尸
,

丫 。

一
”

我们将 和 式代人 式
,

比较 刀 相同幂次系数得

。

, ”

, 一
,

一 口
,

一 一 一
‘ ,

艺 一
, 一 灸一 , ,

一 左夕 , 。 一 ,

少 艺
。 一 枷

、 , 一 、

我们注意到上式右端只依赖于前 , 一 次摄动解 再将
,

式
,

利用 式并比较 刀 相同幂次系数可得到

己 卫‘ 一 夸亘
, 汽 约 一 穿只约

占 占

,

两式代人 。 和

夕 。 。

砺 一 杏 窟歹 “
·

穿尸 约

其中 穿护 的 和 穿沪 的 只依赖于前 一 次摄动解

了分’ 约 左
, , 口

。 一 , 杏 一 砚兄, 一

粤参

牙军, 互 一 友日
,

乡
。 一 , 。 互 一 几”一

而零次摄动解 。。 约 和 , 。 杏 满足

兰少 飞
夸 」

。 、 。
月万

︸习柯︺艺
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。 , 夕

丫二 一 雪一获一

互 互

,

金
一 “

尝
一

显然
,

勒 约 和 。。

约 恒为常数

。。 畜 兰

。。 杏 三

氏 , 十

卜
一

钟
一

切
‘

邻 卜
一 一

翎
‘

当 一 时
,

有

己
尝

一 “

贵
, 一

,

金
一 “

尝
十 立 一

这样
, ‘ 约 和 。 ,

约 只是 夸的线性函数
。 参 一 , 。 , ,

参
, 。 ,

杏 。 。 。 , 杏

因此
,

用数学归纳法很容易证明方程 的解只是关于 杏的 , 次多项式

,

登 一 习
。 , 参‘ ,

为了求得 式中的系数 ‘ 和 气 , ,

人 式
,

再比较 夸的各阶系数
,

得到

, ,

夸 一 艺
。 , , 杏戈

, ,

⋯
,

左

己友。。 , 。 一 友 。 , 一 ,

一 占 “ ,乡一
了·

交。 , 。 一 友 。。 一 、

一 占 夕
,

一 , 、 ,

友一

其中 ‘ 和
, , 只依赖于前 , 一 次摄动解

,

⋯
。

将 式代

、了八”︸傀、了、

著尹
,

一 习
,

卜 , 日
。 一 用 。 一 一 、乙习 友

。 一 、 阴 一 “ , , 占 ,日
·

, ” 去一

一

, 左

月 一

。

一 见 。 ,

卜 、 “
。一 ,。 。脚 、一 ,

一 习 友‘
, 一 。 。 一

, ,
。

阴 二 左一

在 不「 式中
,

定义 多 当 左 和 占 当 左钾

值得指出
,

在 由前 ” 一 次摄动解求第 ” 次摄动解中
,

共有 , 十 个未知数 ‘ ,

, 。 , 左
, ,

⋯
, , , 夕。 , 。

和 ‘,

但式 和 只提供 , 个代数方程
,

另

外三个条件可由边界条件 。 ,

和 确定 具体计算步骤如下

首先将 式 中的函数 犷 动 和 犷 们 作台劳级数展开
,

利用

、产、子人,山几了吸、了、

、‘宕
了

。 , 一 艺 , ·

石 一 。 、, ,

· ,

鑫鑫上雀鲁黯毖男
了

一

鑫嘻钟
一

分
卜沂 一

补
·

小
”

其中
,

口为常数
。 三皿鱼且立二 」

一 砚十 弓毛氏

「二
, 。

、 会
汀 一 十 尺 ‘ ,

一 下厂

友

这样
,

利用 式比较展式 和
,

可得到

艺
。。

‘
,

艺 气 一 。石 ,

异
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最后一个方程可从边界条件 得到
,

即取类似的步骤可得
。 ”一 ”

毯 一 ,

, 。

一煞 艺
‘ ‘一 艺

‘, ‘一 一
两

“ ‘ 乏 脚

一 左一 幼 一
, , , 。 一 一 , 一 ,

艺﹃

一“召仍一才一斗
一

吕

上式右端显然只依赖于 万伪 的前 ” 一 次展开系数

到 目前为止
, , , ,

和 式组成了 ,

方程
,

联列求解就可从前 。 一 次摄动解获得第 。 次摄动解 尤其当

到

个独 立 的 代 数

一 时
,

容易得

。

口 一 —
乙

劣

—
一

叮口

「 , 不
‘ 宁 言

‘ “

,

叮、
, ,

, 。 ‘ 一 夏 又
吕 , 一 瓦

, , ,

了二万己气 , 宁 “‘ 少 斗

口
夕 夕 十

,

一
一

万 不

乙 “

这样
,

在求得第 。次和第 次摄动解后
,

利用上面的递推方程组
,

很容易准确地求得任

意次摄动展开解 这样
,

可以获得以级数形式表示的问题的精确解 这个解是以 自变量

杏
, , 给出的

,

但在求得激波走时曲线 朴 后
,

又可以把问题的解变换到真实空间
, , 中去 用这种方法可得到任意时刻和位置的应变

,

速度和应力 自然
,

激波阵面应

力峰位的衰减规律
、

激波脱变为弱间断的性质可以准确得到

具体数例

本文根据 等 。 , 建议的关于 。 沙岩的数据进犷了 计 算 在

给出的组合变模量模型中
,

体积模量表示成体应变的二次曲线而剪切模量表示为

心 , 云 奋汽抢续林之
吧二二二刹〔 , ,

气舀月 月 , ‘ 月

尸口二仁

一廿

一
团

, 叫 口叫门 一卜 一
乌产泛之卜

一于一寸一
二

一

一二三翼
口,曰“﹄

口乃
。

“灿

’
‘

。

阵洲蒸
寸 卜叭 卜 卜公 它心

一芍月母万
一 一 — 一 一一一一 ——一 一 、尸 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一

一

老

图 爆炸波在非线性磁滞介质中传播时应变和速度波形

一一 不同时刻应变波形 —不同时刻速度波形计算中 云。 二 , 乙
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乎均压力和剪应力的线性函数 在一维应变条件下
,

加载曲线可以通过积 分 该 文

式
,

即

丝 一 丫万 厂 艺
, 护

巾仁

。

一 口 弓

得到
,

其中
。 。 。 , , 丫 一 下 尺 , 一 尤 立 尤 丫

一 夕 ,

伪 了 , 一 了 这里
,

和 。分别是初始体模量和剪切模量 一 。
· ,

凡 。。欠 。 , 丁 一 和 宁,

一 一 在求解 , 式后
,

我们得到加载曲线后

再用三次曲线拟合
,

得到 式给出的数值 在卸载段
,

我们取线性近似 在级数解中
,

我们舍去了比 矿更高的项 图 和图 画出了计算的结果 分别给出了应变
、

速度和应

力在不同时刻的波形 为了比较
,

图 给出了不同
“

下的应力波形 从图中可看出
,

几

愈大
,

激波衰减愈快 并可看到双波结构将衰减为弱间断波的过程
,

妇‘ 一一 入军一一一么声

一
一 乏 尸一一 一画与

图 爆炸波在非线性磁滞介质中传播时的应力波形

—
己。 二

, , 云, 一 一 云。 一 , 云
。 二

四
、

讨 论 和 结 语

本文重点是利用座标摄动方法求解非线性磁滞体中平面爆炸波传播的问题 基

本思想是引进时空变换把求解具有不定边界的问题化为求解已知边界和边界条件
,

但变

换后控制方程具有一个待定函数 。 劝 的问题 与此同时
,

新的
“
时间 ” 座标在整个定义

域内是一个小量 这样
,

整个问题的解对该小量可作摄动展开
,

得到全场一致有效的解

这说明
,

这种方法比波头展开更有效
,

因为波头展开只能获得激波附近解的近似 同时
,

采用这种方法
,

克服了事先不知道激波位置时求解问题带来的困难 由于我们只需取展

开的前几项
,

就会得到较好结果
,

计算量节省了很多
,

这就比差分方法或特征线方法有明
显的优点
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本文的计算只限于存在双波结构的情形
,

它可说明强间断蜕变为弱间断的物理过

程 因为在计算中
,

我们选取 刃 是小量 因此
,

这种方法对强激波以及 月

卸载波问题是不适用的 这是本文方法的局限性

本文的方法在寻求球面或柱面波问题的解时
,

需稍加修改
,

因为在弹性前驱波和

激波之间不再存在单波解了 但我们可同时将激波前后的解都作展开
,

利用边界条件和

激波条件联立求到加载和卸载区的解 方法的说明需另加讨论
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