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运动激波扫过运动平板的非定常传热问题

陈 允 明
中国科学院力学研究所

提要 本文研究运动激波扫过平板边界层后边界层随时间的演化 首先将霍华斯变换推

广到非定常情形并引入相似参数将非定常问题化为有两个前缘的边界层问题 这时抛物型方

程是奇异的 在激波附近用奇异摄动法求出级数解
,

然后用逆风格式数值积分将解延拓到平

板前缘

关键词 边界层
、

非定常流动
、

激波

一
、

引 言

非定常边界层除了准定常问题之外
,

可分为没有初值的周期扰动〔 及突然起动两大

类问题 后者又分为钝头体绕流 解可表为 了 幻 及有前缘效应的问题。一“ 它们

的共同点是求均匀流场的摄动 本文研究一个背景 基态解 是非均匀流场的摄动问题

作为
一

问题【 , 的推广我们考虑运动激波扫过一个作匀速运动的平板的问

题 在激波风洞中相向发射一个抛射体
,

或者平面激波在运动介质中传播时都会遇到这

类问题

二
、

问 题 的 提 法

在固定在平板的坐标系中
,

设激波速度为
, ,

激波前后边界层外缘处的流速分别为

小于
,

的
,

及 矶
,

见图 问题的参数为
, , , 气 姚

,

以及热力学参

数 左 ‘ , ‘ , ,

丁司 。 ,

一 产 , 几 下标“ ”及 “ ” 分别表示激波前后 , 方向无穷远

处状态参量
,

下标 ,’”及“ ”则用来区别激波前后边界层内的物理量 在常用的符号下边

界层方程为
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假设 , ,

为常数
, 拼 拌。

可引人非定常流函数及非定常 变

换 「们

本文于 年
‘

月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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一
这样

,

动量方程就能与能量方程退藕而分别求解 在激波后由于

。

立
,
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激波前的方程左端不变 右端则略有不同 因为

厂 口 , 口 , 拌。 口 了
— 、— 下了一 ‘ 户 二二一

— 二一 一 ‘ —下户一 、一二二一 不丁一

两 刀 。 内 刀 刃 刃

边界层内 一 户。 二 。

常数
,

故在激波前方程中应以 。
代替 激

波前速度分布不受激波影响 应是以波前量为自变量的 相似解

夕 , , , 卜 、 一 , 。 护 、 卜 月 几
二二 — 火 刀 , 二尸一

门

一代二尸 — , 、 ,

— 二丁‘ 二丁一二 —。 一 谕 , 夸 户。

鉴于问题的边界条件
,

在激波后 石 内 我们寻求如下形式的相似性解

,

厂瓦
一 杏

‘ 一 万 而
’ ‘ 一 可

’

,

丝些坐全
“丫 “ ”。“ ’

一 巫二二二兰
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由
,

式推得基本方程为
‘ 一 一 ‘ ,

一 一 口 一 一 丢‘

其中
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一 仅 一 一 , 。 ,

孟 友
。

孟 友十 一 一 一 认 一

由于 九
,

在区域 砚 钱 中 九 及 日 的系数 九一 都 要在流场中某一

点变号
,

也即这两个方程都是奇异抛物型方程 如文献 证明的
,

这种奇异抛物型方程

要求在 亡
,

雪、
, , 了 四 边给出边界条件

影响的最远距离

亡 节 口

‘ 处即前缘效应所能

乙” ”
,

日

心
,

玉乙
, 日 乙

, 日。 乙

即在平板前缘解趋于 解 方向另一个边界条件是在 一 处的下游条件

下面讨论激波条件 首先要指出
,

运动激波扫过边界层不会引起 边界层分离 因为现

在流体质点是被激波加速 动能增加
,

而不是像定常流中激波 一边界层干扰那样被激波减

速 忽略小量 。 法向速度分量 的影响 这是与边界层理论基本假设一致的
,

可 以认为

激波仍是正激波 其次由边界层近似 一 入
, ,

故
,

一 几 常数 由

激波关系式
,

两 作为 的函数沿 方向也是常数
,

因之
,

也是常数

二
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最后来求激波前后速度和温度剖面之间的关系 由质量守恒及 式
,
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一
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,

日。 互, 一 币一
止

。 二 一 ,

这样就得到了在激波 处的下游条件为
‘ 亡

, 。 右亡
,

日 亡
, 。 亡

这是个在壁面有
“
速度滑移 ” 、“温度跃变 ,’涡层 的剖面

,

数值计算中无法以它作为初值
,

必须将它解析地延拓到激波的某一邻域中去
,

然后再由此求出 处的下游条件
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三
、

激波邻域的级数解

如上节所说
,

在激波后
, 一

一 。 ,
钾

,

即在平板表面有一
“ 涡层

”

向

外扩散 正如激波管中行进激波后有一边界层在发展一样
,

这个内层边界层在外层边

界层底下沿负 劣 方向发展
,

随着与外层的相互作用而逐渐互相溶合
,

最后趋于前缘处的

解 但与 以往不同的是其外层边界层不是均匀流场
,

而是剖面为 几 杏
,

氏 约 的

流场 数学上这是个摄动问题
,

其一阶近似是内外互不作用的两层
,

而高阶近似是相互作

用 的结果
,

所以高阶近似的边界条件要在匹配过程中定出

激波附近 了了丁而一
。 《

,

将外层解对小参数 。 展开
,

零阶近似就是由激波条

件得出的结果
、 斗 式

一 乙 。尹 〔 ⋯
, 乡 口。

心 。日 乙 十 ⋯
其中 毛乙

,
日。 乙 己知

,

由
、

式给出 代人方程 得到定 乙
、

口 乙 的

方程

吕
’
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,

一 。,

了日 一 一 口,
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对
,

约 积分一次得到
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把它代 回 式可得
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、“ ’ 一 五贾可
’。 、、 ’ 日 口

夕,

日毛

其中 及 夕 由匹配条件确定
,

见 式

在内层
,

相对速度是
,

一
,

相对距离为 队 , 一 夸
,

所以适当的相似变量应是
, ,

。 — 下一 ‘

,

一
。 , , 一 占 一

,

一

丫 一

一 一
“ 一 岛

,

一 乙
,

而基本方程相应变为

。 。 , ,

。。。 一
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一
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一

一 甲。

一 二
, 。 , 甲 ,

一

它在外缘处的边界条件也要 由匹配条件来定 同样
,

将解对小参数 展开

肠 。 。

⋯
, 甲 、尸。 。 。甲 ⋯

代入方程 得到
, ,
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其中 石
, 甲。 , ’

和 甲 未知
,

由匹配条件确定 见 犬

匹配条件 内外解应在流场某个区域重迭 匹配
,

故有
。 。 ,

一 叮
,

既然

匹配区的 刀 在内外解重迭区
,

从内层看来当然 足够大
,

使
, 。 ,

动 的渐近展式有效
,

而从外层看 乙又足够小使得 九 乙
,

的级数展式成立 因此

亡
,

一
’

心 。 ’

乙
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,
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介
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, 。‘

的系数应相等
,

故有
,
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,
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,
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黯
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了
‘一

黯
‘二

。 , , , 《。。 , 甲 后可按常规求出合成解

,
,

卜 , 卜 石 二布 ,

中出其求
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〔。。
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了了

环
叭

叫
丫 一

一 一 。

一 〔日
。 ” ‘, ‘

了丁二丁丽。 十 ⋯
这就是在激波邻域内

。

成 城 有效的级数解
,

其中
。
龙

,

为某一常数 我们

在文献 中求出了速度的三级近似 。嘿 约 及 。 的
,

其值在
。

处小于一级

近似的千分之三
,

所以本文只求到二级近似为止

四
、

数值方法和计算结果

先由合成解 式求出在某个
。

我们取
。
一 处的 关乙

,

几 及 乙
,

几
,

然后以此为初值沿 丫 减小的方向用有限差分方法积分方程
,

求出 一 处的下游条

件
·

在 ”‘ · 成 ‘区域中 式是奇异抛物型方程 器项系数沿曲线 九一 变号
,

所

以在差分格式中必须采取相应对策 我们仿照文献 〔 的方法
,

对 乙方向微商用 中心差

分 但为了保证迭代的收敛
,

对 九
二

及 甲 必须用
“

逆风
”

差分格式
,

即按系数 九一 的正

或负采用具二阶精度的三点向前或向后差分 由于方程是非线性的
,

而且 九 的位置

事先未知
,

所以我们采用高斯一塞德尔迭代法求解 先由线性外插或内插得出初估值
,

然

后沿 的正向或负向用线松弛法求解差分方程 松弛因子由试算确定为 这样一次

次迭代直到相邻两次解的相对误差小于千分之一为止 经验表明交替方向的线松弛法
,

即一次由 积到 一
,

下一次由 一 积到
,

可有效地加速收敛
,

计算时

间减少约三分之一
最简单的情况是 一

,

不难发现
,

在非定常情况下
,

关系式 人。 丁 十 “ ,

虽也满足方程及 亡方向边界条件
,

但由于在激波处 气 温度与速度并不

遵循同样的
“

跳跃
”关系

,

波后总焙 左。
与速度的剖面之间并无相似关系

,

所以 积

分不成立 即使 外 一
,

传热问题也必须单独求解
,

这点与
一

问题闪不同

作为算例我们取 一
,

一
,

一
,

友一
,

司 。 图

沿平板的分布
,

实线是局部摩阻系日一的虚线是局部传热系数 “ 二

丫万瓦二一

—
办可入了

一 一 一 抽‘扩召亡两万

巨丁弃 一 一一
,

一
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数
二

了蔽百万 一 九
,

的分布 图 是温度剖面 以乙
,

沿平板的变化
,

在 。一

处是合成解 式 温度“ 过冲 ”主要是由激波后的温度跃变而非粘性加热引起的
,

本例中 值故意取得较小 一 以突出激波 引起的壁上温度跃变的影响 远离激

波
,

该“ 过冲
”

很快下降
,

传热系数也随之很快下降

五
、

讨 论

几个特例 一 是激波扫过静止平板的
一 。 问题 当

,

、

友 时是强激波情况
, 一 则是平板突然起动问题 在非定常情况下

,

除了 。 变换外
,

非定常 变换也能将可压缩流的平板问题化为相应的不可

压缩流问题 只是在有激波存在时 积分不一定成立 奇异抛物型方程的特

点为边界条件给定在四 边上 在类时 方向上需要两个边界条件的物理意义如下 原方

程 对
,

约 是抛物型
,

对 二 的初条件给在 一 。处
,

相应于 一 。处的边界条件
,

原方程 对 , ,

约 也是抛物型
,

对 公 的初始条件给在激波扫过此处的时间
,

它相应于

一
了 , 处的下游条件 从本文可知

, “逆风 ”差分格式是解这类奇异抛物方程

的有效方法
,

而交替方向的线松弛法可加速迭代过程的收敛 钓第三节激波邻域的级数

解中近壁面是近场解 内解
,

而远离壁面是远场解 外解 我们用匹配条件实现衔接 另

方面级数解本身又是靠近激波的近场解
,

而远离激波 如平板前缘处的 解
,

则是

远场解
,

这时我们用数值方法来衔接它们 传热系数和摩阻系数在靠近激波时都趋于

无穷大
,

这是激波引起壁上跃变的结果 实际上此处边界层理论失效
,

在激波根部附近流

向特征长度与边界层厚度同量级的干扰区域内必须考虑

界层干扰问题一样
,

可应用 的三层模型 〔刀

, , , ,

一
、 。一

、 二 一 。 , 、

二
、

下了二一 此处水拼力 法勺撒淡娜‘

﹂曰曰‘

口 右
,

图

卞荫贵教授审阅了原稿并提出不少有益的意见
,
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