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湍流普适平衡区的能谱

钱 检 高 智
中国科学院力学研究所

提要 本文应用作者之一提出的确定湍流能谱的理论
,

对八种试探函数和四个波数取样

值用方程误差方法数值求解能谱和阻尼系数满足的两个积分方程 结果得到湍流普适平衡

区能谱的一个新的表达式 这个新的表达式与作者之一原来得到的表达式形式不同
,

但二者

对应的三维和一维能谱差别很小 这说明了所用理论的自恰性 新的表达式较为简便
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、
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一
、

前 言

按照

运动粘度

。 。卯 〔 年提出的理论
,

完全发展湍流的普适平衡区的能谱 刀 的由
刀
和能 瞳耗散率 所决定

,

而且一
‘ ’

友 。, ,

左
一

交友小
搜是波数

,

友 一 。加 奋 是 、 波数
,

劝 是一个无量纲普适函数 作者之一

应用统计力学方法【, 月 ,

近似求解湍流的纳维方程
,

得到三维能谱 幻 和阻尼系数 刀 左

所满足的两个积分方程 能量方程和 刃 方程 对于定常湍流
,

能量方程是
, 左

,

友 友

刀 方程是
刀 交 左

这里 左 和 钓 是能谱 刀 钓 和阻尼系数 钓 的积分泛函
,

具休表达式已在文献

中给出
,

这 里从略

文献 上 比较 劝 的四个不同的试探形式和采用二个波数取样值 左
, 一 认 和

友 左、 ,

用方程误差方法数值求解方程 和
,

得到
尸 、 一 一 , 蚤 一 , 书

因此 劝 不是单调下降函数
,

而在 。 附近有极大值 一个重要的问题是
,

这个结

论是否依赖于所采用的 幻 的试探形式和波数取样值 如果更多不 同的 幻 的试探

形式进行比较和更多的波数取样值被采用
,

情况如何 为了回答这一问题
,

本文 比较了

幻 的八个不同的试探形式并采用了四个不 同的波数取样值 结果得到的 厂 劝 在形

式上不 同于
一

丈 斗 ,

但仍然 庄 一 附近有极大值 而且两者给出几乎一 样的叹维和一

维能谱 因而证明所用理论和方法的 自恰性

本文干 年 。月 日收至 , 年 月 乍几仪少 修改稿
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二
、

方 法

伽 的一般特性是 〔 ” ,

当 二 , 时 妙 趋向于 常数
,

而当

很大时 幻 接近于某个指数函数 在实际应用中常用 。 氏公式 『刀来计算 幻

即 一 。。 圣 。

比 氏公式 更合适的 幻 的形式是
、 刀 , 一 二 ”

以 氏‘了, , ,

和 是可调参数 本文采用的 幻 的八个试探形式是 。

氏公式 幻 以及公式 的 的七个特殊情况
,

分别对应于参数 。
,

取下列七组不 同的数

值
, , , , , 斗 , , , , , , 一 和

,

湍流能量耗散率

的表达式 一
·

了。 导致加于待定参数 ”和 。的下列约束条件

。 夕 登 誉 尽卜
·

‘ , · 月 里

幻 表示 。 函数 阻尼系数 刀 钓 在惯性子区的表达式已在文献 刘 中

、夕、尹八︸了‘、、护吸、

进行了研究
,

应是
。 左 。。蚤受圣 受《 友

,
。 一 。

‘

当 友大于 友 时粘性起主要作用
,

我们有
刀 左 二 护左

者

交》友‘

因此 刀伏 的单参数试探形式取为
, 一 。、‘

卜
、

杏
‘

各
“ ’

‘ , 、
‘ 、

几

是待定参数
,

当波数 左很小或很大时
,

公式 分别趋于式 或 波数 左的四

个取样值为

友、 左‘ ,

交 友
,

交 左 和 交 左‘

当公式
,

或 和 作为能量方程 和 刀 方程 的近似解时
,

能量

方程和 刃 方程在波数取样值 友、处的方程误差分别为

, 、卜 、

掇。一 ‘

,‘ 一 哪炸孕一 ,

刀又左‘

对于四个波数取样值 的平均方程误差为

。 一 、 女〔。
, , 。

不二

幻 和 刀 的 的试探形式中的待定参数的最佳估值定义为使平均方程误差 最 小 的 值
。

由于待定参数 和 有约束条件
,

确定待定参数的最佳估值的问题实质上是一 个 有
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约束的最优化问题

本文用人 一计算机最优化方法确定待定参数的最佳估值 按公式 一
,

对待定

参数的很多不同的数值计算平均方程误差 通过比较和插值
,

确定使 最小的待定参

数的数值
,

作为它们的最佳估值 这样求得的 的最小值
,

记为 、。 ,

可以用来表示 幻

的试探形式的优劣程度 。 , ,

越小
,

对应的 幻 的试探形式越好 最好的试探形式 对

应于能量方程和 刀 方程的精确解
,

这时 ,。

三
、

结 果

应用上节所述的人
一

计算机最优化方法
,

对 劝 的八个不同的试探形式 和

波数的四个不同的取样值
,

计算待定参数的最佳估值和对应的 的最小值
。

计

算结果总结成表 表 中的
。

是相对于 氏公式的
。

值的归一化结果
,

因而对

于 。 氏公式 的
。

按照表
,

公式 是 劝 的一个相当好的近似公式
,

对

应
。

肠
,

但不是八个试探形式中最优者
,

最优者为
劣 一 一

对应于 、 , ,

和 。 。

图 给出公式 。
、

和 氏公式 , 的

曲线 图 表明公式 约 和 一样不是单调下降函数
,

而在 二 附近有一个极大

值 公式 和 对应的三维能谱几乎是一致的

一般实验测量直接给出的不是三维能谱 石 的
,

而是一维能谱 甲 幻〔, , 归一化的

无量纲一维能谱定义为

币 ‘“ , 一

麟
在普适平衡区 币仅是 钊如 的函数

,

它是无量纲普适函数 劝 的积分泛函〔

。 , 一 ‘ 一

铆一 树

表 和 的级佳估值

︵权︶叭的试探形式

氏公式 匀

宜。

公式
,、

公式 。

公式
·,

公式 , ,

公式 二

公式
, ,

公式 、

,

, 。

,

一 ,

一 ,

一 令 一

图

一

无量纲普适函数

, 氏公式 —公式

一

公式

表 给出对应于公式 和 的 币的对数值 表 表明公式 和 产生 的 归

一化一维能谱 币几乎是一样的
, ,

‘
、、 ,

、 及、 , 了反、
夕口一伪七不七目又下目 乒匕 夕屯 夕 、万 甲 丫厂

。

尺‘ 尺‘

令 七 为该耗散
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谱取极大值时的波数
,

对于式
,

凌
。

友‘ 对于式 ,
,

夜
二

受‘ 如果

我们把对应于式 的曲线加到文献【 的图 和图 中
,

则它们将几乎与对应式

的理论曲线重合

四
、

结 束 语

本文应用文献 和 【 中提出的确定普适平衡区能谱的理论
,

比较了无量纲普适

表 一维能谱

。

癸 天 天‘

天 左

公式 公式

。

。

。

。

。

书

。

。

。

。

夕

。

。

。

。

。

。

,了,︸乙,﹄叮八,,

⋯⋯
,,‘,‘,二﹄八

一

弓,户︸,、︺产了

⋯
,冲‘︸今二,‘,上

。

一

,,工工八曰八八曰,丈,︺︼、

⋯⋯
八“几八“八﹄曰

函数 幻 的八种不同的试探形式和采用了四个不同的波数取样值
,

得到了 劝 的新的

近似表达式 幻 这个新的表达式虽然在形式上不同于文献 〔 中得到的表达式
,

但两者给出的三维和一维能谱几乎是相同的 这表明了所用理论和方法的自恰性

式 和 同样是无量纲普适函数 幻 的相当好的近似表达式
,

对应的
。

分

别为 和
,

比 。 氏公式 约 好得多
,

而式 巧 更好一些 另外式 比 斗

简单
,

用起来较方便 例如在包含能谱的复杂的计算中
,

用公式 匀 的计算时间较短并

较易得到简便的解析表达式
,

因为公式 中的幂函数 声 和 二 ”在公式 中为线性

函数 犷 所替代

劝不是单调下降函数
,

在 二 一 附近有极大值 因此通常实验测得的

常数要比文献 中得到的理论值 大一些
,

而且依赖于实验测量的波数范

围 这一结论并不因为比较 劝 的更多的试探形式和采用更多的波数取样值而有所改

变
。
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