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建立两相流方程的动力论方法

刘 大 有
中国科学院力学研究所

提要 本文从 方程出发建立两相流基本方程 其中碰撞项的处理采 用 了 类

似于经典动力论在处理稠密气休输运性质时采用过的方法 动力论方法表明
,

在气固两相流

中除通常的分压和分热流外
,

还存在碰撞压强和碰撞热流
,

它们同通常的分压和分热流有本

质的差别 本文还讨论了二体碰撞假设和混沌假设在气固两相流中的适用性

关键词 两相流方程
,

方程
,

分子动力论
,

碰撞

一
、

引 言

早在六十年代
, , , 田 等就开始研究支配两相流动的基本方程 随后

〔, , , 。 。〔‘ , ,

等〔 , , 〔 , , 「一‘ , 和 【‘ , , 等提 出了各种平均意

义下的连续模型来建立两相流基本方程 他们把每一相视为一种拟流休
,

根据守恒原理

建立各相瞬时的局部的运动方程组
,

然后对这些方程求体积平均 〔 , ,

或时间平均 ,
,

或

体积平均加时间平均 〔,
,

,

在这类模型里
,

空间的每一点都是各相所共有
,

各相之间存在

着相互作用
, , 和 卜 以 , , 等研究气固两相运动时采用另 一 种

模型 离散的颗粒群在气流中运动

经典的流体力学基本方程可以从宏观的守恒原理 出发来建立 连续介质观点
,

也可

用动力论方法从 方程求积分矩得到 前者包含较少的假设
,

对于气体和液体

都适用 后者则能揭示输运现象的微观含义
,

能加深对守恒方程中各项物理意义的认识

并且
,

对于一些特定的分子模型
,

它给出了计算各种输运系数的表达式
。

类似地
,

对于两

相流也可用上述两种途径建立基本方程 由于动力论方法有连续模型所不具备的特 汽
,

所以有些作者汇‘ ,’用连续模型建立了两相流方程后
,

还尝试从 。 方程出发建立两

相流方程 由于问题复杂 主要是碰撞项的处理
,

他们都未能圆满解决 是最早

在气固两相流研究中采用动力论方法的 他忽略了颗粒间的碰撞
,

又把气固相互作用力

视为一种外力出现在速度空间的对流项中
,

因此 给出的颗粒群 皿 方程

没有碰撞项
,

他的结果只适用于稀颗粒群情况 户 , 试图用动力论方法建立适用于密

颗粒群的方程
,

他用的颗粒群 方程保留了碰撞项
,

其中包括了颗粒 一分子碰撞
,

但同时他又把气固之间的相互作用力当作一种外力出现在速度空间的对流项中
,

这样就

重复计人了气固之间的相互作用 此外
,

未能正确处理颗粒 一
分子碰撞项 砂

, 也
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尝试过从 二 方程 出发建立两相流方程
,

他对两相间相互作用的处理是正 确 的

用颗粒一分子碰撞项表达式 但是他没有完成对碰撞项的积分

本文从 方程 出发推导了适用于较密颗粒群的两相流基本方程
,

其中碰撞

项的处理采用了类似于经典动力论研究稠密气体输运性质时所用过的方法 川 动力论方

法揭示了碰撞压强和碰撞热流的存在
,

以及它们同通常的分压和分热流的本质差别 最

后
,

对作为 方程基础的分子混沌假设和二体碰撞假设在气固两相流中的适用

性问题进行了讨论

二
、

基本假设和一些约定

在本文中
,

字母上面的短划表示平均
,

下标 和 分别指气相和颗粒相

设所有的颗粒与气体分子都是球形的
,

它们的半径
、

质量和速度矢分别为 , ,
一

与 , 。、

。 , 与 二 和 , 与
,

除特别申明外
,

本文假设碰撞都是完全弹性的
,

颗粒与气体分子的

内部 自由度能量不被激发 设 。 , 或 、 和 , 或 分别为颗粒 或分子 的数密度和

质量密度 , 凡 或 阴 凡 为一个颗粒 或分子 所受到的外力 , , , “ , 与 ‘ , ,

为颗粒群 与气体分子的速度分布函数 多 是时间
,

是矢径 。 一 、 霉。 , 为颗

粒群的体积分数 假设气体分子所 占的体积分数 , 异
, 很小而被忽略

, 炎

沙

刀‘ 。 二 代 此 ‘

口二‘ 一

代 ‘ 包
’十 ’

臼 仍

淤丫
‘

一类。一今以议

介

右
、

邑

瑰止 卜

一 一又少

在流体中任选一微元体 加
,

它由封闭面 所围 见图 ” 是面 的内法线单位矢

量 加 是宏观足够小
、

微观足够大
,

即 尸 》加 》 外
,

其中 是流场的特征 氏度

当 不很小时
,

必有一部分颗粒与面 相交 用
,

和 来标记这类颗粒 了 类颗粒

的中心在 如 外面
,

了 类颗粒的中心在 如 内 属于 如 而不同汉 相交的颗 粒 记 为 了类

气体分子很小
,

忽略它同面 相交的可能性 我们的研究体系为 加
,

它 由 中 心 在 谷。 内

的分子和颗粒组成
,

即由 肠 内的所有分子以及所有的 类和 类颗粒组成 其它的分

子和颗粒 包括 了 类颗粒 属于外界

根据棍沌假设和二体碰撞假设
,

可建立各相的 方程 〔,

为了以后讨论方

便
,

可将其中的碰撞项分解为四项 各相的 方程为
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。
·

。 。 名
·

。 , 。 , 。
。

。, 或 户

其中
。

。

了, 。 。
。 , 。

, 。
。

· , 。, , , 。
。

。 ,
, 。

。
。

。, 。

下标
, 。 表示粒子 同体系 孔 内的分子碰撞

, , 。 表示粒子 同 品 外的颗粒

碰撞
,

余类推

三
、

积分 方程

气体分子 或颗粒 的平均速度 亡 ,
或 亡 , 和热速度

。

或 , 定义为 ,

。‘

一 生
、

,
、 、 , 、 一 。、

一 。、 , 一 。 或
粗

用 ,
,

。 、 , 以及 生 , , 分别乘 方程
,

再对 。 积分
,

得到各相的守恒方

程为 尹一 或 妇

口 口
·

亡 一

。 。, 。, 。, 二
·

, 。,。,
·

, 一 。,

只 一 阴 , , 。
,

,
, , 、

。

气一 丁 如
才

·

卜合叮 , 十 合币剑
十 ,

· ·

针妇一
十

一 。 ,
·

‘ 一
含

阴 , ·
, ”

·

‘, ”, “ ,

其中
, 一 , , , , , ,

, , 一
合

, , , ,‘,‘ ‘

四
、

碰撞项的处理
、

两相流方程

由 方程 出发建立两相流方程的关键是碰撞项的处理

下面将各种碰撞分为四类加以讨论 参见式 发生在体系 加 内部的同类粒

子的碰撞
,

如 内的粒子与外界的同类粒子之间的碰撞
,

发生在彻 内部的颗粒

分子碰撞 它包括同 类颗粒发生的所有颗粒一分子碰撞
,

以及 如 内的分子 同 类 颗 粒

的碰撞
, 类颗粒同 如 外的分子发生的碰撞 因为 类颗粒的一部分表面暴露在

外界 和
,
类颗粒同 如 内的分子发生的碰撞 因为 类颗粒的一部分表面暴露在体系肋

内
,

下面将它们分别称为 类和 万 ,

类碰撞

由弹性碰撞过程的守恒原理可知
,

第 类碰撞对组元的守恒方程没 有 贡 献 第

本文中
‘

粒子
’

一词代表气体分子或颗粒
, ’本文中积分范围凡没有标明的均为积分变量取其定义域 内所有可能的值

·

朴一
,表砚二〔份

二 , 、

夕矛 , , , 其中 , , , , , , , 为速度矢 , 的三个分量

是单位矢量

球面 。分则 ,户为 丁一
‘ ‘ , , 有时也简写为 ⋯ ,
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类碰撞的贡献很小
,

因为气体分子很小
,

故分子 一分子碰撞 可忽略 又因为颗粒数密度

小
、

热速度小
,

故颗粒
一
颗粒碰撞也可忽略 第 类碰撞导致相间动量和能量交换

,

但

如 内混合物的总动量和总能量保持不变 在第 类碰撞中
,

和 类碰撞导 致

如 内气相 和固相 的动量和能量的改变
,

这两类碰撞对体系如 来说都是外力的作用和同

外界的能量交换
,

因此它们将引起 加 内混合物总动量和总能量的改变 以上分 析 可 得
了

、 。

一 、
价 一 , , 、乌 或

一

二 用
,

时
,

一 或 户
‘ ’ ‘ ‘

沙, , 。, ,

一

。, 。
。 , 。, ,

, 。 、 , 七 。

, , 。。

, , 。,
, 。 。 。 。。

,
。 。, ,

, 「

、 、 一 。

少

价 , 。
。 。 。,

, 。。 , 。 必、 。亡 , 。
, 。 。

铸

由式
,

可得

山· ”
·

‘ ”‘ ,“ 一 价。 ”
·

‘, ”‘ 一“ 户

。
。

,
、 。, 、

一
, , 。

。

,
, 。, 、 ,

价。 , 。, 、 , 。 , 。 ,

沙, 。
。 , 。,

, 。 ‘了。。

沙· 己
·

‘· 口‘ 夕 ,

一
· 乡 ,

对于每个 类颗粒
,

它同分子的所有碰撞都属 于 姚 , 伍
、 , 门

了 颗粒的 一部分
一

表

面在微元 品 内
,

在这部分表面上发生的与分子的碰应
,

也属 犷 氏 。 山
, 、 了,

颗粒的

另一 部分表而存 加 外
,

在这部分表面上发生的 卜 分 子的碰撞属于 氏 , 山
, ,

所以

〔己尹, 山
, 、「

江 。 山 。 ,

, ,

包括了所有的 类和
,

类颗粒同分 子的全部机撞
, 生 也

只包括这些碰脆 此式
,

右边的两个碰撞积分的计算 可归结 为气体对 单个预粒作用

力和能量交换率的 汁算
,

然后再对单位体积内各颗粒求和 设气体对 一个速度 为 , 的颗

粒的作用 力和能 鼠交换率分别为 。户了
, 和 评 , ,

那么作用 于所有 类和 了 类颗粒
几的相间作用力总和与相间能量交换率总和 即 。。

萝乳
一

与 , 。面品 就是碰撞积分品又

, 。。。。

认 ,
, 。, 、。。

一

与 乳 李阴 。。
圣划

, 。, 、 。 两相间能量交换率 。 , 、品 由两部分组

终 一

“
少

成 相间作用力 。 ,

厕筋所作之功率 。。

萝
·

‘ , 和相间热交换 萝品 参见式 了 此

处 是每个颗粒
一
分子碰撞对的质量中心速度‘ 的平均值 式 幻 右边的后两项表达体

系 品 与外界之间通过颗粒
一
分子碰撞所产生的动量

一

与能量的瞬时传递 这种传递是在 。,

的表面附近进行的
,

这种面相互作用的统计平均 可用碰撞压强张量
。 , 和碰撞热流矢最

最
‘ , 来表达 动力论方法给 出了

。 , 和 认
。

均积分表达式 最后得到 参见附录 汉

, , 。 , 。 ‘ , ,

一 户 ,

犷

粤
。

‘ 。 。, , 一 。 ,

亥
·

‘ 十 口
艺
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, ·

、
· ”, 。 , 。一‘ · , 。 ·

, 才 ·, 。一‘

一
。

一

, ,
圣。。 , , 、 , 。。 ,

· ·

幸

十 、一 蛋。
。 , , , 、 ,

产‘‘,产,,,‘

其中

,

‘ , 。

。 , 。

‘ “ ,

厂 妥 ,
·

犷 , , ,

介 ,

‘ 切 , 一
‘

, 。 , , 脚 , ,

产‘,‘口戒︺‘︺︺

’

汀

。 ,
。。

一
。 , 。

,

。
·

氛
。

一
。 , ‘ ‘

。 ’ , ,

, ‘ , , , ‘ 、 , 里 一

“
。 。 。 儿 、阴 。 一 柳 、 二 , 了 , ,

·

。

, ’ 甲 ,

‘ , 、 ,

凡 气阴窟 一
切 , , 。 , ,

,
‘ , 十 , 二 中 。。

一 。。行 , , 亡。 。 。 , ,

一 一 ,

在式 的各积分式中
,

以及在附录 的各式 中
, , 的积分范围应满足条件

·

是碰撞时由分子中心指向颗粒中心的单位矢量
, 甲 是单位矢量 的球面 坐 标

,

, 。
·

是计及稠密效应所引人的对碰撞频率的修正因子阴
,

当 、峪 》

’心
、 , 》 时

,

” 一 。 ‘ , 与 心是碰撞前和碰撞后气体分子的速度

碰撞压强张量
。 , 与碰撞热流矢量 姨

。 , 同通常的分压张量 , 与分热流矢量

或 不同
,

它们不是来源于 皿 方程 的对流项
·

寿
,

而是来源于它 的

碰撞项 口去 伪 更确切地说
,

是来源于前述的第 斗 类碰撞 对于通常密度的单相气

体
,

它们很小而略去 对于稠密气体
,

当分子本身的体积不能忽略时
,

就必须把它们计算

在内‘ 对气固两相流
,

当气体分子所 占的体积很小时
,

碰撞压强张量
。

同样
,

碰撞热

流矢量 氛
。

与颗粒群的体积分数 。 成正比 下面将证明

将式
,

代人方程组 以后
,

得到的气相和颗粒相的动量和能量方程为
。 亡, 。,

·

。、亡、

几
· 。

一 。 凡 一 。户

萝
。 一 , 二八 。 , 二八
口 二

。
云乡 二

。

生 】 十
·

行。

止
。
云吞十 二 。 。

乙】一 苦 一 ‘ ’
万 一 ‘ 一

”
’ 一 了 、

占 ’ “ 一 ‘

月
· , ·

亡 , 。 ·

十
·

叮 氛
。 , 一

·

亡 ,

一 一 。 萝
·

一 口
。 。, 亡 , 。, 一

·

。, 亡厂 。 ·
, 一 ,

凡 一 。 ,

萝
二八 。 「

, 二八
,

一

一 万 “ , ‘夕 “‘ 十
‘

马 、万“
丙 十 万 “户 十

’

伏
, ’

‘ , ,
一‘一,

口

·
, 一 ,

凡
·

‘ , 一 萝
·

‘ 十 口
如果碰撞不都是完全弹性的

,

则上述方程中的
。

与 口应以 姨
。 , 与 吞十

代替
,

其中 与 同非弹性碰撞对应
,

非弹性碰撞将导致气体分子和颗粒内部能

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 学 报 年 第 卷

量 如 能
、

转动能等 的改变
,

因 式中的 “

合司 与 “

合司应 以 二 , “几 与

‘ ,

声 , 代替
,

其中
,

与 , 是气体温度与颗粒群温度
, , , ,

与
, , , 是气体与颗粒群的定

容比热 此外
,

在两相流中
,

通常有 , 《 , ,
, , 》

, , 七 因此 , 与 ,
一

可以忽

略
,

、 亡 , ,

疾
。 , 、

,

口、 由此可得常用的两相流方程组
。 , 十

·

亡 一

了口
“ 、万, 亡。 · 行 十

·

一 。 户 。。

, 一

窟 。 , 刀
口 。、 ·

。。
一

·

「
·〔

·

行 一 亡 ,

十
·

叮 。 亡 一 亡。
·

产一 ,
·

亡。 一 行。 口 一

己 。, · , 亡 , 一

十 ‘ , ·

“ , 一 。 ,

, 一 ,

凡 一

‘一 暇
一

十 即
, 一 。一 。

其中

一 。 ,

一 叮 十
,

、二 ,

一 夕
,

凡
, ,

丁

一 。乡犷

当两相速度相等
,

各相的速度分布接近平衡时
,

分布函数 和 , 可表示为 出

分布

、脚 「
奋 亨 蕊一 不于

,

】 一‘江气 丈 资

子一 。 ,只
·

一 。

左几
或

这时求得 见附录

户
,

户 户 一

, 一
。

其中 枷 是
。

处的气体分子 或颗粒 的数密度
,

是单位张量 由此可见
。 ,

是

的 量级 在一般情况下可将
。 , 与 内萝 表达为

。

一 一
,

萝 一 。 ,

其中簇
。 ,与 凡 是由两相速度不平衡产生的

,

粘性阻力就包括在 , 中 浮力包括在

一 。 户 中
,

可见
,

重力是一种外力
,

而浮力则是一种相间作用力

五
、

讨 论
。

关于二体碰摘

上面的推导中主要涉及了颗粒与分子之间的碰撞
,

在那里引用了二体碰撞的碰撞积

分表达式
,

一般说来
,

分子与颗粒之间的碰撞不是
“
二体的 ” ,

一个颗粒可能同时与几个分

子发生碰撞 然而
,

因为颖粒的质量远大于分子质量
,

与分子的每次碰撞 , 颗粒的速度和
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温度变化很小 与一系列分子碰撞可能引起颗粒速度和温度明显的变化
,

但这种变化缓

慢 因此在一个分子同某颗粒发生碰撞的短哲时间内
,

该颗粒的速度和温度不会有明显

变化
,

尽管这时该颗粒正经历着同别的分子的碰撞 因此可以用一系列二体碰撞代替这

类多体碰撞

关于混沌假设

在动力论中
,

混沌假设是个很苛刻的条件 在很多情况下
,

尽管混沌假设不成立
,

动

力论导出的结果仍适用 譬如
,

由动力论导出的气体运动方程组
,

同样适用于液体运动
,

只是计算输运系数的表达式不再适用 又如
,

对于稠密气体 大气压
,

尽管混沌假

设已不合适
,

但计及分子体积后
,

用动力论方法求 出的输运系数直到 大气压仍同实

验很好地符合 对于两相流
,

当粒径接近或超过分子平均 自由程时 譬如说超过 一 ,

厘米
,

混沌假设就不适用 但由动力论方法得到的方程组 同用连续模型 它对粒径
没有限制 建立的平均方程卜 一致 这说明方程组 实际上可用于较大粒径的颗粒群

但计算输运系数的表达式可能需要修正
,

也说明动力论方法仍可作为两相流研究方法

之一而被采用
。

由于动力论方法所用的微元体系 , 与连续模型所用的 占 , 不同
,

在这两种模型中

有些量 如相间作用力 的物理意义也有差异
,

结果两种模型建立的两相流方程组在形式

上有很大差异 如浮力项
,

在动力论模型中呈 一 。 ,

在连续模型 中 呈 十 。

可以证明 , ,

在一定条件下这两组方程是等价的

通常的分压 , 和 , 来源于 方程的对流项
,

它们在双流体模型和在 扩

散模型中有不同的定义 碰撞压强 九
。 ,
来源于 方程的碰撞项

,

它在双流体

模型和扩散模型中定义相同

正如在稠密气体中总存在体积粘性叨一样
,

在气固两相流中也总存在体积粘性
,

即

使气体分子是单原子的
,

颗粒是刚性的

林同骥教授多次看过本文稿
,

提出了许多宝贵意见和建议
,

作者对此表示深切的感

谢

附录 相间能 交换
、

碰恤压强张 和碰抢热流矢 ‘ 表达式的推导

设速度为 的分子与速度为 , 的颗粒发生完全弹性碰撞
,

碰撞后的速度分别为 弓 与 叹 是这

对碰撞体的质量中心速度 由碰撞过程的守恒定律可得

优 , 一 , 份‘ ‘ 一 阴君 召

合
, · ’

一 合
水 , · 一

奋
优二‘一

奋 “
’

一 ‘二‘

一
‘ ’

· “ ·

。 , , 二 , 二 二一

二体碰撞的碰撞积分可表示为
, ,

, ,

。
,

, , “
, 一 ‘ ‘“一 ‘,

,“
, ·

一 一 ,
,

由式
·

和 可导出式 由
,

, ·

和 。 , ,

可导出相间能量交换率式
,

因

为

如
· ‘、 ‘ 、 一 ‘

。
一
、 , ·

尽声
·

盆
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, , , 月滋 声
, , 萝

·

乙 办

设 夕 为颗粒中心到面 的距离 见图
,

刀
, , 几 ,

则对于
,

类颗粒有 一 二 〔 ,

对于

类碰撞有 成 。 二 ,

对于 类颗粒有 。 。 毛
,

对于 类碰撞有 。《 因此 ,

由

类碰掩弓起的体系 而 内颗粒相动量或能量的增力口和由 百 ,

类碰撞引起的 古 ,

内气相动量或能量的增加

可以分赚达为 价一
或 朴

, ·

蕊 ,
· “ ·

‘, 由 。
·,

、 ,‘· , 一

萝
,

工
、

厂厂
’ 。‘ ”‘ ‘、一 ‘, ‘·‘,

·

尹 , 广、 廿 廿 笋 ,

蕊“ “·

‘· “了 · , 。一 · 一

萝丁
,

丁
‘ ’ 。‘ , ‘ ‘ 一 , ‘

,

‘ , ·

形 , ’ , 廿口二汀廿 沪 、

尸

相加后得

,
, 。,

, ,
,。, ‘ , 。。 、· ,

, 、。
,

,
‘ 。 , ,

一、·‘ 一 去样
‘

罗
’‘ 价

、 一 ‘“,

山

一‘ , ·

‘ , ’、工 廿 二 , ‘ , 才

‘

和 氛
。 , 的定义 见式

,

并利用式 和散度定理
,

就能得到式
, ,

‘

附录 两相平衡时的碰植压强和相间作用力的计算

当两相速度相等时
,

速度分布函数可表达为 山 分布
,‘

一 奇
”’

⋯ 一

毅
, ‘,

一 贵
’‘’

⋯ 一

黯

扼中根其

刀罗 刀 , 。巴

二 凡
·

一 。

人
刀 力 。。

。 ,

凡
·

一 。

友 ,

在两相流中
,

因为
, 》 , ‘

】《 】“
,

所以 澎几 将分布函数 ,
, ,

代人式
,

后得刘

。 · 。 一 。 , 。 。 ‘

了
’”

长万
,

一 一 ‘ , 一
‘“‘一‘

·

‘ , ’

扩杯孟
, 二 各 沪 亡 ,

「 「
‘ ’ ’ ‘。 ’”

一三一 二
, , ,

‘
, 。 。、二、。、 , 、 叉 。

‘ “ 一

飞
一

二万
‘

所以
。

一生一 。 ,

一 己 吕 ‘ ,
二 一生一‘

— 吕

下面计算由式 定义的 厕 设 “ 为 凡 方向的单位矢量
, 廿 ,

衬 为单位矢量 的球面坐标 以 ‘ 为

极轴
,

于是有

, ,‘ 一 。 , 。‘

仕万 〔
一

,“‘ 洲一 一

一 、,

, 一 一 芡‘一 “ ·“‘“
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一 汀刀 , 口 ,, ” ,
·

补
。 ’“ ‘·“ ”

一
“ ”

在上面计算中曾利用了关系式 一 川
犷 , “ 。 ,

是颗粒中心位置 处的压强
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