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静止裂纹顶端塑性区内应力场
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中国科学院力学研究所

提要 本文对不
一

可压缩的理想塑性材料裂纹顶端塑性区内的应力场进行了数学分析 证

明了当塑性区包围着裂纹顶端而应力函数可用分离变 量型的级数展开且该级数展开的首项 与

第一类渐近解相同时
,

第一类渐近解即是塑性区内应力场的精确解 本文又提出
一

了第二类渐

近解
,

说明应力场的渐近解不是唯一的

关键词 应力场
,

裂纹顶端
,

塑性区
,

渐近场

一
、

引 言

裂纹顶端的弹塑性应力应变场分析对于建立和发展弹塑性断裂理论是很重要的
,

近

十
。

五年来
,

该问题的研究取得了不少进展
,

发表了很多工作 这些工作大致可分为两类

一类是裂纹顶端的弹塑性应力应变场的渐近分析 它的 目的在于阐明裂纹顶端应力应变

场的奇异性特征或提供一个非常接近裂纹顶端应力应变场的近似分析 这方面的代表工

作可在文献 日一 中找到 另一类是关于裂纹体弹塑性应力应变场的有限元分析 这

方面的工作提供了一个完整的全场分析
,

冲 但有限元分析
,

在裂纹顶端区域
,

难以提供

精确的应力应变场 特别是对大范围屈服和全面屈服的情况
,

有限元法所提供的应力应

变场在非常接近裂纹顶端的区域内
,

往往不精确 为了得到一个在裂纹顶端区域也精确可

靠的全场解
,

最合理的途径是将上述两类方法结合起来 但是 由于渐近解
,

通常只能提

供非常接近裂纹顶端区域 以下简称端部区域 的场分析
,

而在这个区域内
,

有限元的结果

不精确
,

因此
,

难于将这两种方法直接结合起来 本文的 目的在于对不可压缩的理想塑性

材料
,

提供一个裂纹顶端塑性区内应力应变场的精确分析 对大范围屈服的情况
,

塑性区

要比端部区大得多 因此
,

将裂纹顶端塑性区内应力应变场的精确分析与有限元分析相

结合
,

就可以得到精确的全场解

本文还分析了第二类渐近应力场 第二类渐近应力场
,

在裂纹面附近包含着一个弹

性区

鉴于本文只讨论受纯 型拉伸载荷的重要情况
,

利用对称性
,

讨论仅限于上半平面

二
、

裂纹顶端塑性区内的应力场

考察处在平面应变状况下的静止裂纹
,

并假定材料是不可压缩的弹性 —理想塑性

材料 塑性区包围了整个裂纹顶端 讨论裂纹受纯 型拉伸载荷的重要情况 端部区域

应力场的渐近解已 由文献 〔
,

给出 如图 所示
,

扇形区域 汉 和 是等应力区 区域

本文于 年 月 日收到初稿 , 年 月 日收到修改稿
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是中心扇形区 渐近应力场分别为
二 , 灸

, , 二 及
, 二 , ,

在 区

, 内
在 区

介。 左
叮二

及
,

其中 互为剪切屈服强度
。

相应的应力函数 币。

为

币。 。

‘
‘ 十

号心一 “ “

, 介 , ,

在 区

。 日
, 汉 区友一

。 口 一 鲁卜一 。一 令 区

友
‘ , 。 。、 , 。

丁 气 一 ‘ 含 ‘ 以 , ‘ 巨飞

索

定理 如果在裂纹顶端塑性区 内
,

应力函数 价可展成下列级数

价 一 艺
, ” 。

这里 及由方程 所确定
,

则有
,

日 , ,

这个定理表明
,

如果在裂纹顶端塑性区内
,

应力函数 价是 的正则函数
,

那么该正则

函数必恒等于 咖 定理 是定理 的特例
,

下面证明定理

定理 如果在裂纹顶端塑性区内
,

应力函数 币可展成下列级数
,

这里函数
。

乃由方程

一 艺 价
二 ,

一 艺
, ‘。 。 ,

巴 , 。 蕊

所定义
,

石
,

石 两 ⋯
则有

。 乡
, ,

先证明 , 的情况 屈服条件可表示为

讨论所有可能的和 又, 礼
拌才

,

邵 偏 砂

导出递增数列 那黔 显然有
拌产 又 , 井泵 毛几 , 几 ,

将公式 代人
,

比较方程两端相同的 幂次
,

便得

高 矛
。

友

艺
, , , , , , , 。, 一

,

》
二, ‘ 二 ,

恋
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其中

凡 一 ‘ , 一 内二

卉 , , 。咨们 ,

介、 分别是应力函数 币蔽
,

所产生的应力分量 对 一 有
凡 , , ,

一

注意到各区的渐近应力场及裂纹面上的应力边界条件
,

由方程 求得
,

区区区
‘ , 几‘

〔 。 口 滋 日 几 。 口一 日 孟‘ ,

、 又 ,

,

、几吸

一︷也

在边界 扩。 , 。 仁
,

应力分量
, , , ,

必须连续
,

由此推得
‘ 一

这就表明

以上证明适用于三个区域的分界线是射线

币 三

日 一 鱼 及 。一 兰 的情况 现讨论三个区

域的分界线是曲线的情况 如图 所示
, 。 、 。 的曲线方程分别为

召
一

鑫
户 ·

。一 专
、

一

客
二 ”一 拿

、

其中
, ,

拌 ,

内
‘ ’

在 。 上有
。 , 、

币 。

甲 」 二 三二厂 一仃

这里 〔币 」表示场 量 价通过 时的简断量 将公式 代人
,

得
,

, 。 白 。 ‘ , 。 ‘·
口 。

⋯ 一
, ‘ 。 孟, 十 ‘,

‘ 日 十 ⋯ 一

在 ‘ 上
, 犷 是 的函数

,

将方程 除以 尸
,

并对 求一次导数
,

再利用 得
,

‘ 。 ” , 、 , 。 , 、 。 ,

令嚣 口 ‘ ‘ 十 】 ”。‘ , ‘

⋯卜
。

将上述方程除以因子 ·、一

斋
,

令 · 趋于零
,

得

「一 、
户 一 介

斗 」

由此
, ,

一 类似的可证明
,

中 三

现在用归纳法
,

证明 式
, , 设想对某个 , , 已有

,

口 ,

成 , 簇 一

现进一步证明
,

币一 , 几。 。 日
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鉴于公式
,

屈服条件 给出
, , , 。。炸。、

将 又, 与 又 对应
,

不难发现方程 与方程 实质相同 由此
,

可推断

价, , , 孟二 二 一 。

依照数学归纳法
,

定理 已证毕

定理 讨论了应力函数 币依 幂次展开的情况
,

下面讨论应力函数 币含 , 因子的

情况
。

定理 如果在裂纹顶端塑性区内
,

应力函数可展成下列级数

价 一 习 价成
,

一 艺
又。 。

乡 拜。 。
日

其中

几。 ,

毛 拌。

又。

成 群 , 又。

毛 芦 。 , , 刀

函数
。

的 乃由方程 所定义

则有
。

一
, , 。 异

先讨论 。 一 。的情况 屈服条件为
,

十 讨。。 一 护

此时有
, 。

‘
’ 产 。

〔 。 ’

一 丙 拌。 。

一 拜。 “

场
。 一 一畏 ‘ 日 , 那

吓 脚 十 , ‘ 日
,

讨论下述两种情况
,

邵。
一

,

此时
,

, 。。

一 一毛 归 ‘ ‘ 口

。 ‘
’

“ 一

代人屈服条件
,

不难得到
,

。 一 ‘ 。 ‘

一
,

在 一 , 处
,

内。 丁

注意到

币。 。 。 。 。 、

一
, 。

。口 —
一 二一二一

— ‘ 门 , ‘ 门 了

犷‘

不难推断
,

。

《 镇 ,

内
,

此时
,

当 犷

” 时
,

屈服条件 变为

专
‘”’ ‘ ,

’ 一 ‘

鉴于 由方程 确定
,

方程 自然满足
,

将应力代人
,

并利用 得

”。
’

’

一 脚 脚 一 丙 十 产
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工 , ”。 。 “
斗

一 那。 醉。 。 一 邵。 , 邵。 。 汤

十 ‘, 产 。

脚 ‘

拜。
脚 ‘ 一

比较 护
趋于零时

,

各项的渐近性质
,

得

生 ‘
·

‘ 。

一
。。 拜。 。 。 ‘ 。 环。 一 。

斗

引入辅助函数 必。 ,

沙。 一 ’ ”。 。 日

方程 变为

孔跳 确
。

偏
。

一

其中

龙一 龙一 。扇

端
, 。品

,

志
。

是取 小。
为虚拟的应力函数时

,

所得到的虚拟应力分量

方程 变为
,

转向直角坐标
, ,

汀旦丛 一 夕鱼、 。。

一 夕些 、一 。

一 口 刁 口
浦 ‘

利用方程 或
,

并考虑到裂纹面上的应力边界条件及对于裂纹线的对 称 条 件

得
召。 拜。 乡 口 , 产“

口一
严“

在 区
拜。

在 刀 区

在 区

、,吸
、

一一人

由边界 。 、 。
上法向正应力分量及剪应力分量的连续性条件

,

不难推断
,

夕。 一

由此证明 了 因 一

现在进一步论证 一 的

应力函数 小
。

〔
, ,

的 所产生的应力分量为
,

内
,

一 又。

十 几, 几” 。 产 。 那 。 “ 。 ,
日

拜。 拜 ,

日

氏
。

一 ‘
’

口 又。

十
, 几。

〔
。 ‘

拌 。 。 拜

“ 。 日

。, 二 一 孟。 又。
石 十 ‘产 , “ 。 ‘ 。

乡

十 ””
石 日

对十应力函数 币
,

有屈服条件
丁 。。

或
,

二

十 , 。 ,

一

在 区
,

由 得
,
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又 , 孟 两 产 , ’ 拜 , ’口

在
、

区
,

由 得
,

币 人 十 二 一 力

讨论两种可能情况
几 两

此时
,

有

占, , ‘ 护
,

在 区

口 , 孟‘ 。 一 口 , 孟
‘

尹 十 孟‘ 日 滋。

日一 日 孟 。 日一 颧
, 一 广 日 口 , 孟‘

一 孟

, ,

一
,

在 区

由 , 、 。 处
,

应力连续条件
,

推得
,

一 产一 ,

护
又 两

证明思路同上
,

由此证实了
,

。

对于任意的 , ,

利用归纳法可以推断
,

。 。 ,

定理 业已证毕

定理 如果在裂纹顶端塑性区内
,

应力函数 价可展成下列级数
,

币 一 艺 币
。 , ,

一 艺
, ‘·

沙
。 , ,

巾
, , ,

一 艺
,一

, 二

, 玩 〔 , , 。

了母
、少

其中 是表征塑性区尺寸的参量

石
,

石 肠 ⋯
则有

价。 ,

口 。 ,

沙
一 ,

日 ,

》
,

限于篇幅
,

证明从略

三
、

第二类渐近应力场 ’

以上的分析是基于第一类渐近应力场基础之上的
,

其特点是塑性区包围了整个裂纹

本文完成后 , 作者获悉高玉臣山对复合型裂级建立了第二类渐近应力场



力 学 学 报 年 第 卷

顶端 下面讨论第二类渐近应力场
,

其特点是裂纹 自由面附近
,

存在着一个弹性区 整个

裂纹顶端由三个区域组成 如图 所示 各区的应力

场如下

‘ 及
。

一
, ,

反
。 , 二 , ,

在 嫂 区
。 ,

过了
··

一
“ ‘。

一 “ 一 专 、 。区

。 友

、卜」
‘

、。 一 , ”
一

“· ·

工

“ 。 及
攀

丁 。 友 一 一

在 区

、口‘

、、,

厅勺‘

,

一 。 口

口一 夕 口 一
。
一 三 二 一 彦十 气

日 口一 口 一 口一 二 一 口

相应的应力函数为
。

鱼 云。 。。 ,

在 区

石
。

一 。一 二、
,

件 」
在 区

一 尹 几 一 生 , 日 」在 区

反一立

、

一日
了‘、

不难验证
,

在边界 。 , 。 上三个应力分量都连续而裂纹面上的 自由边界条件也已满 足

在弹性区内
,

等效剪应力强度
。

等于
,

。

一 丫、 十 几一 左丫 一 , 一
,

,

当 二 月 互 、 时
,

必有
。

友
,

因此
,

角度 口是一个任意的常数
,

一旦 月确定下来
,

第
斗

二类渐近应力场就完全确定下来

当 月一 专时
,

就得至」第一类渐近应力场
·

当 口一

誓时
,

整个裂纹顶端将由下述的

均匀应力场所确定
二

一 反
, 。 ,

一
, ,

显然这一类渐近场只在特定的加载条件下出现

四
、

讨 论

本文第二节已证实
,

在一定限制条件下
,

第一类渐近解即是塑性区内应力场的精确

解 这限制条件包括
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塑性区包围了裂纹顶端

塑性区内的应力函数可以用分离变量形式的级数展开

该级数展开的首项与第一类渐近解相同

鉴于第三节已证实
,

裂纹顶端的应力场不是唯一的 因此
,

第一个限制条件是必要

的 第三个限制条件也是容易理解的

值得讨论的是第二个限制条件 这个限制条件是比较强的 塑性区内的应力场可能

相当复杂
,

在这种情况下
,

应力函数可能是分区的解析函数 因此
,

限制条件 此时不

能成立
。

、
口 “

图 显示了一种可能的复杂的情况 在塑性区内存在着一个子塑性区 必 这个子

塑性区 风 的边界是由 滑移线场解的 口滑移线所组成 在 环 内第二个限制条件

可能得到满足
,

此时第二节的论证适用于区域 马 在子区域 磷 与弹性区 口
。

之间的塑性

区
,

应力状态可能是相当复杂的
,

难以用与 。二中相同的应力函数展开式来表示 因此
,

第

二节的论证是不能推广到该区域的 这一点也可以通过滑移线场理论来分析 事实上
,

子区域 。 的边界线 蕊云是特征线 在特征线 簇云上已知应力函数及其导数值
,

在这

种情况下
,

子区域 风 以外的塑性区内的应力场是无法确定的

所以
,

一种比较现实的设想是在子区域 口二内
,

三个限制条件得以满足
,

因此
,

第一类

渐近解即是该区内应力场的精确解 而在 磷 之外
,

塑性区内应力场与第一类渐近解不同

而依赖于外载条件
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